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PREFACIO

“ _.Donde Barajas aspira. la atmésfera se ensancha. se vuelve mds rica y mas
respirable pues ¢l es, antes que nada, un constructor de espacio...”. Esta frase con la
que el Profesor Victor Neumann-Lara describe al Dr. Alberto Barajas en la Semblanza
incluida en este libro, nos pone de inmediato en contacto con nuestro querido maestro.
Esta fue precisamente la idea de Victor al recopilar el material que presentamos ahora.
Quienes conocimos al Dr. Barajas, tendremos la oportunidad de releerlo, de volverlo
a ver y de disfrutar nuevamente de sus discursos y sus matemédticas a la vez que
compartiremos este placer con nuestros jévenes estudiantes que no tuvieron la fortuna
de conocerlo.

Al morir el Victor Neumann-Lara, v Alberto Barajas pocos meses después, la tarea
de editar el presente libro quedd en nuestras manos. El material fue seleccionado y
revisado por ambos. Solamente afiadimos “Nuestro Maestro: Dr. Alberto Barajas
Celis” por Victor Neumann-Lara, “Mis recuerdos de Alberto Barajas™ por el Dr. Juan
Mannel Lozano. el obituario del Profesor Gonzalo Zubieta, la tesis de maestria y
doctoral de Barajas y algunos de los documentos de su expediente escolar. También
decidimos que el libro fuera acompaifiado de videos, con lo que esperamos transmitir

a las nuevas generaciones una idea mds precisa de su presencia, su voz y su carisma.
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gracias amigos queridos por las fotograffas que nos dieron. Gracias a todos, pues a

quienes les comentamos sobre esta empresa, se entusiasmaron con el proyecto.

Sergio Macias Isabel Puga
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B! NUESTRO MAESTRO: DR. ALBERTO BARAJAS CELIS

movimiento interno de la matematica, la belleza y la elegancia, ni reconocido el papel
protagénico del placer mental —la voluptuosidad del pensamiento- y la tensién lidica

en la creacion matematica.

Alberto Barajas es un apasionado defensor de la Universidad y de su papel en
la construccién del pafs. Como funcionario universitario (director de la Facultad
de Ciencias, coordinador de la Investigacién Cientifica y miembro de la Junta de
Gobierno de nuestra Institucién) unié a su lucidez intelectual una abierta generosidad
y una nitida voluntad de servicio. Fue colaborador cercano del rector Nabor Carrillo
en la aventura de construir la Cindad Universitaria, también participé creativamente

en el disefio de la espléndida primera casa de la Facultad de Ciencias.

Quien conoce a Alberto Barajas reconoce su brillo excepcional y su gran sensi-
bilidad artistica —centralmente poética—, conoce a un enamorado de las matematicas,
alegre, cordial y antisolemne que cultiva el didlogo consigo mismo y la literatura oral
con sus amigos; sabe de su profunda curiosidad por el lenguaje y que el optimismo

puede llegar a ser una pasion.

Recuerda el maestro que en sus anos de estudiante de preparatoria, una de sus
profesores le dijo: “Barajas, usted es opfimista porque es joven”. El continta asf:
joven y con su optimismo inagotable, compartiendo con sus alumnos el gusto por la
Geometria v la Teorfa de los Ntimeros. Sus antiguos discipulos lo vemos en ocasiones

con la ayuda del cine mental- todavia como director de la Facultad de Ciencias,

conversar con sus jévenes alumnos en los pasillos de nuestra antigua Casa de Estudios.
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NUESTRO MAESTRO: DR. ALBERTO BARAJAS CELIS

(2]

El doctor Alberto Barajas Celis nacid en la ciudad de México el 17 de julio de
1913. Sus padres fueron don Isidoro Barajas y dona Leonor Celis. Estudié en la
Escuela Nacional Preparatoria, en la Escuela Nacional de Ingenieros y en el Facultad
de Ciencias de nuestra méxima Casa de Estudios. En esta 1iltimo obtuvo los grados
de maestro y doctor en Ciencias Matemadticas con la tesis Invariantes proyectivas de
las transformaciones circulares (1942) y Teoria de las teorias de la gravitacidn (1947),
respectivamente. Fue distinguido con la Beca Guggenheim para trabajar con el gran
matematico norteamericano G.D. Birkhoff en la Universidad de Harvard (1944-1945).

El doctor Barajas se inicié como profesor en la Escuela Nacional Preparatoria
en 1934 y ha sido maestro de la Facultad de Ciencias desde 1938. Ha desempenado
los siguientes puestos en nuestra Institucién: investigador de carrera del Instituto de
Matemadticas, de 1947 a 1967; profesor de carrera de la Facultad de Ciencias desde
1969; director de la Facultad de Ciencias de 1947 a 1957; coordinador de Ciencias de
1953 a 1961; miembro de la Comision de Nuevos Métodos de Ensenanza de 1947 a

1969 y miembro de la Junta de Gobierno de 1970 a 1979.

Victor Newmann-Lara
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NUESTRO MAESTRO: DR. ALBERTO BARAJAS CELIS )

El doctor Alberto Barajas Celis nacié en la ciudad de México el 17 de julio de
1913. Sus padres fueron don Isidoro Barajas y dona Leonor Celis. Estudié en la
Escuela Nacional Preparatoria, en la Escuela Nacional de Ingenieros y en el Facultad
de Ciencias de nuestra maxima Casa de Estudios. En esta iiltimo obtuvo los grados
de maestro y doctor en Ciencias Matemadticas con la tesis Invariantes proyectivas de
as transformaciones circulares (1942) y Teoria de las teorias de la gravitacion (1947),
respectivamente. Fue distinguido con la Beca Guggenheim para trabajar con el gran
matematico norteamericano G.D. Birkhoff en la Universidad de Harvard (1944-1945).

El doctor Barajas se inicié como profesor en la Escuela Nacional Preparatoria
en 1934 y ha sido maestro de la Facultad de Ciencias desde 1938. Ha desempenado
los siguientes puestos en nuestra Institucién: investigador de carrera del Instituto de
Matematicas, de 1947 a 1967; profesor de carrera de la Facultad de Ciencias desde
1969; director de la Facultad de Ciencias de 1947 a 1957; coordinador de Cliencias de
1953 a 1961; miembro de la Comisién de Nuevos Métodos de Ensefianza de 1947 a

1969 y miembro de la Junta de Gobierno de 1970 a 1979.

Victor Neumann-Lara



SEMBLANZA DE ALBERTO BARAJAS

VicTOR NEUMANN-LARA

Alberto Barajas es una pieza clave del edificio matemdtico mexicano. Como pro-
fesor de Geometria y Teoria de los Niimeros en la Facultad de Ciencias de la UNAM.,
ha contribuido de manera decisiva, a lo largo de mas de cincuenta afios, a formar un
solido nicleo de matematicos mexicanos. Su estilo elegante de exponer la Geometria
es ya un modelo cldsico en nuestro medio. Durante esos afos ha engendrado una
multitud de ideas que han ido eristalizando en la ampliacién y enriquecimiento del
ambiente matemadtico mexicano, de la Universidad y del pais. Donde Barajas aspira,
la atmdsfera se ensancha, se vuelve més rica y més respirable pues él es, antes que
nada, un constructor de espacio. No es una casualidad que fuera cautivado por la
Teoria de la Gravitacion y por la Geometria, campos en los que realizé sus principales
trabajos de creacién matemaética.

Actor y observador privilegiado, nadie ha tenido acceso a un panorama, tan amplio
de la historia moderna de la Matemética mexicana. Como discipulo de Sotero Prieto
v de Alfonso Napoles Gandara —los dos introductores de la Matemética moderna en
México— es un pionero fundamental de la actual matematica mexicana, fue inves-
tigador fundador del Instituto de Matemdticas y miembro fundador de la Sociedad

Matematica Mexicana.









10 VicTor NEUMANN-LARA

Entre sus trabajos principales se encuentran las siguientes: B Dr Bozwes’?
“Nota sobre la Transformacidn de Lorentz”. Presentado-en el primer Congres: i Be~=i P

Nacional de Matemdticas, 1942.

“Birkhoff’s Theory of Gravitation and Einstein’s Theory for weak fields”. Pro-

ceedings of the National Academy of Sciences, 1944. |

= “On Birkhoff’s New Theory of Gravitation” (con G. D. Birkhoff. C. Graef y

.

M. Sandoval Vallarta). Physical Review, 1944.

“Principio de Equivalencia de Einstein”. Boletin de la Sociedad Matemdtica

T ——

Mexicana, 1945.

— “Teorema sobre una conjetura de Birkhoff” (con R. Vizquez). Boletin de la '

Sociedad Matematica Mezicana, 1946.

“Representacion Geométrica del Espacio de Minkowski”. Congreso Cientifico

Megzicano, 1951. Es m

- En la Revista de la Sociedad Matemdtica Mezicana, “r y los Primos” (1968) y
“Sobre los Primos de la forma up®+1" (1965); en la Revista FISICA, “El Pro-
blema de Apolonio y la Transformacion de Lorentz” (1969) y en los Anales del
Instituto de Matemadticas, “Sobre el Numero de Representaciones de un Entero

Positiwo como norma de un eiseniano”™ (1973).

El sequndo de los trabajos citados aparece mencionado en la Enciclopedia Britdnica.
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SEMBLANZA DE ALBERTO BARAJAS 11

El Dr. Barajas fue invitado a dar conferencias sobre G Jravitacion en las Universidades

«f primer Congreso de Harvad, Princeton y Brown, de Estados Unidos.

Ha sido

k fields”. Pro-
_ Presidente del Consejo Consultivo de la Comisién Nacional de Energia Nuclear

de 1956 a 1972.

hoff. C. Graef y
Miembro del Comité Técnico Consultivo del Instituto Nacional de Energia Nu-

clear desde 1972.

iad Matemdtica
~ Miembro del Grupo CIEA-México-EE. UU., que analizo la factibilidad de es- |

tablecer una planta nuclear desaladora en el noroeste de México, 1966 a 1969.

2. Boletin de la
_ Miembro de la Comisién Nacional de los Libros de Texto Gratuitos a partir de

1959.

ngreso Chentifico

Es miembro de la Academia de Ciencias “Antonio Alzate”, la Sociedad Matemdtica

Mezicana, la Sociedad Mezicana de Fisica y la American Mathematical Society.

Primos” (1968) y
N Desde 1976 es Profesor Emérito de la UNAM y en 1985 fue nombrado Doctor
FISICA, “El Pro-

Honoris Causa de la UNAM.

n los Anales del
Abril de 1996.

es de un Bntero

pedia Britdnica.




MIS RECUERDOS DE ALBERTO BARAJAS

JUAN MANUEL LOZANO

Hace muchos anos, aproximadamente 40, en una reunién con personas de diversas
profesiones, un abogado cincuentén, al enterarse de que yo era profesor de métodos
matematicos de la fisica en la Facultad de Ciencias, me dijo que era probable que
ahi diera clase un antiguo companero suyo de tercero de secundaria. Me parecié muy
raro lo que me platicéd y le pedi que me explicara porqué pensaba que esa persona
fuera profesor en la facultad y que me dijera de quién se trataba.

Empezé diciéndome que entre sus companeros en 1929, el afio de la autonomia
universitaria, estaban algunos que se habian distinguido mucho en sus diferentes ac-
tividades, por ejemplo el hondo y profundo Paco Malgesto y el poeta Octavio Paz.
Luego anadié que otro condiscipulo era un muchacho excepcionalmente talentoso que
no era bueno sino buenisimo para las matematicas, que era tan brillante que el pro-
fesor se vio forzado a modificar su método de calificacion; en efecto; dicho maestro
siempre l¢ ponia 10 al mejor alumno y por comparacién con él calificaba a los demas
estudiantes, pero con ese procedimiento reprobaria casi todo el grupo, de modo que
tuvo que calificar con 10 también al segundo mejor estudiante y seguir su método em-
pleando a éste como referencia. Después me dijo el nombre de aquel extraordinario

personaje: Alberto Barajas.

13















18 JUuAN MANUEL LOZANO

s6lo disponian de un pequenio cuarto en la azotea y un laboratorio en la planta baja.
Las clases se daban, ademds en los salones que no estaban siendo ocupados por los
ingenieros. La direccion de la Facultad estaba en una pequeiia oficina en un edificio en
la calle de Puente de Alvarado; los bidlogos ocupaban un edificio cerca del Monumento
a la Revolucion. Lo que tenfamos de muy bueno era la cercania del Café Paris, del

Palacio de Bellas Artes v de varias cantinas, billares y librerias.

Y de repente, en 1950 se colocd la primer piedra de Ciudad Universitaria; esa

piedra era para el edificio de la Facultad de Ciencias.

Los primeros edificios que se construyeron fueron la Torre de Ciencias y el Pabellon
del Van de Graaff.
.Y quiénes fueron los promotores para que esos edificios se construyeran y para
?

que se instalara el primer laboratorio de investigacion Fisica Nuclear? Pues la tercia

de amigos Carrillo, Graef y Barajas.

Ali va una anécdota curiosa. Los pizarrones que ocupabamos para las clases en
el Palacio de Mineria eran simples cartones corrugados pintados de negro, no habia
borradores sino un pedazo de trapo v lo gises que usabamos eran los mas corrientes
y fragiles que habia; se necesitaban pues adquirir pizarrones para la Facultad de
Cienicas y la Torre de Ciencias. En esto intervino personalmente Alberto Barajas;
quiso saber qué pizarrones pensaban comprar, le dijeron cudles pero Barajas queria

verlos, le llevaron uno pequeno para que lo conociera, Barajas pintd en él una figura,

la borré v dijo: este pizarrén no merece que en él se enselie geomefria quiero el mejor

- . ¥ =
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MIS RECUERDOS DE ALBERTO BARAJAS 27

Podria seguir contando anécdotas, citando palabras o mencionando hechos de la
vida de Alberto Barajas pero en algiin momento hay que acabar mis recuerdos de un
profesor que ensefiaba mateméticas, de un maestro que nos hacia entenderlas y de un

espiritu luminoso que nos hacia amarlas.

Noviembre de 2004.












32 JAVIER BRACHO Y Luis MONTEJANO

privilegio de conversar con él, sabe que la generosidad y la honestidad intelectual que

TNas
se manifiesta en cada una de sus obras y en cada una de sus palabras viene de muv
adentro, viene de un ser humano casi intemporal por estar tan comprometido con su
presente y por ser tan profundamente humano; da la impresién de hallarse en linea
abierta y directa con el mismisimo Prometeo. s o &

Boletin de la Sociedad Mexicana de Fisica
Vol. 8, Niim. 3, septiembre 1994, p4gs. 107 y 108.
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36 MAX NEUMANN Y PATRICIA SAAVEDRA

=3

. : . o . - Primser
incandescente, genial y ciego. Generoso y cruel. Poderoso, apasionado, desadaptado. et

Lo fulminaron los dioses el 22 de mayo de 1935.

Napoles Gandara

Fui discipulo de Nédpoles en 1930, cuando entré a la Preparatoria. Fue el ano en 2 & gobet=a
que se dio la primera beca Guggenheim para matematicos. Nos enteramos por el ESSUTan oS m
periddico de que se le habia otorgado a Alfonso Napoles Gandara. Era muy buen &0 Yo =
expositor, muy ordenado. Yo asisti siempre a su clase con mucho gusto. Llegaba =S
a su clase viendo hacia adelante y no saludaba a nadie. Me ha tocado conocer a B QOmO Se OfE
esta fauna tan rica y tan rara de los matematicos; formamos un bosque de gente aquez. Grast
extrana, excepto Neumann y yo. Y a veces hasta Neumann se me hace un poco LLFrupo &
extrano. Napoles caminaba muy derecho, muy rdpido v creo que no he conocido a ag
nadie que administrara el drea del pizarrén como él lo hacia. Era agradable ese orden. T8 €1 VIE)o >
Simplemente con asistir a su clase aprendia uno lo que se necesitaba. Se comparaba 20 TOmAabamaos
muy favorablemente con los profesores de matematicas que me habian tocado en PeSEXtos para
secundaria. Cuando fue a Estados Unidos, Népoles hizo un esfuerzo heroico que yo
no aprecié debidamente en esa época. Sélo supe que habia estado 2 afios fuera v al
regresar dio cursos superiores de matemdticas. Lo que no sabia es que tomd 14 cursos
y la mayor parte los pasé con muy buenas calificaciones y sin dominar el inglés. A la Le Smpatizabs 1

muerte de Sotero todos convenimos en que Népoles era el indicado para continuar su e
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£l Primer Congreso
Yo creo que Napoles empezd a dulcificarse cuando se organizaron los primeros
noresos de matematicas. Cuando el ingeniero Francisco José Alvarez le dijo: “Maes-
es sumamente facil organizar congresos en los estados. Los gobernadores buscan
sretextos para lucirse. Todo lo que necesitamos es organizar una ceremonia inaugural
n el gobernador, que no asistird ya a ningura reunién de trabajo; pero en cambio
wistirdn los muchachos de provincia que si estdn deseosos de oir a los profesores de
lexico. Yo sé como hacerlo, conozeo a los gobernadores, he estado en la politica
wacional y le puedo organizar el Primer Congreso Nacional de Matemdticas”. Fue
asi como se organizé en Saltillo el congreso al que asistimos muchos: Barros Sierra,
\ézquez, Graef, Valle, Morales, Alvarez, Valdéz, Recillas, Carrillo, Napoles, Quijano y
El grupo habia crecido. Habia mujeres como Manuela Garin y Enriqueta Gonzilez
Haz. Fue un éxito completo. Una reunién muy divertida. Graef me comentaba: jqué
haria el viejo Sotero si viera todas las cosas que estdan ocurriendo aqui”? Pensaria que
no tomébamos con la debida seriedad a la reina de las ciencias y sélo buscdbamos

pretextos para organizar fiestas.

Francisco José Alvarez

El ingeniero Alvarez también organizé la campana de Brito Foucher para rector.
Le simpatizaba Brito por su estilo valiente y el rector lo estimaba mucho. Alvarez le
sugirié a Brito: la Ciudad Universitaria podria hacerse en el pedregal. Es cierto que

son terrenos ejidales, pero yo conozco bien a los ejidatarios. Puedo platicar con ellos y
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== dieran un espacio grande y dinero suficiente. Tuve éxito. Zubirdn repartié los

“stintos proyectos entre grupos de arquitectos, y a mi me tocé un antiguo amigo de

s=cundaria, Rail Cacho.

Le dije: tenemos mucha suerte, porque nos tocd un proyecto muy interesante.

T= propongo planear una Facultad de Ciencias como la hubiéramos querido cuando

ramos estudiantes.
~Oye. pero no vamos a tener suficiente presupuesto.

Si empezamos pensando en que no tenemos dinero, sélo podremos planear una
ana miserable. Te invito a suponer que tenemos todo el dinero del mundo. ;Como

‘anearfas la Facultad? Vamos a poner primero nuestras metas muy altas, y bajare-

== poco a poco la mira si no hay recursos suficientes.

(C'uando renuncié Zubiran todo el mundo pensé que se habia acabado el proyecto
= la ciudad universitaria. Esta ciudad se va a tener que construir fatalmente le
e a Rail. Te propongo que sigamos trabajando en el proyecto como si Zubirdn

ntinuara en la rectoria. Va a llegar un dia en que se reinicie la obra y en ese

~omento estaremos listos. No siempre he sido buen profeta, pero algunas veces si he

~enido clerto instinto para ver el futuro con toda claridad. Creo que todo el tiempo

« estado muy consciente del crecimiento del pais. Me sentia parte de un grupo
me tenia una gran pujanza y ambicién de hacer cosas importantes. A pesar de la

«mplitud con que se planed, antes de muchos afios, la facultad fue insuficiente para

satisfacer la demanda.
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Inquisicién formada por tantos érganos dictaminadores no sélo produce irritaciones
y pérdida de tiempo innecesarias, mal menor, sino que fuerza a los investigadores a
buscar aquellos temas que produzcan resultados publicables a corto plazo. La compe-
tencia es ingrediente fundamental de nuestra actividad; que un muchacho de talento
esté orgulloso de él y quiera mostrarlo me parece muy bien; lo que me parece muy
mal es que se conviertan las matemadticas en otra destreza, como muchas, admirables.
que domina el ser humano: jugar ajedrez, saltar 2.46, lanzarse en paracaidas. No, las
matemdticas son mucho mas que una acrobacia intelectual. Son la creacién humana
por antonomasia. La tnica prueba de que el hombre tiene cierto derecho a llamarse
racional. En muchas actividades, lo vemos a diario, parece un ser loco, irracional,
motivado por instintos crueles. Las matemédticas tienen un valor cultural, existencial.,
excepcional. Si este valor se pierde de vista y se les reduce sélo a una acrobacia
intelectual, van a perder su magia.

Me decian de muchacho que al envejecer la atencién se orienta al pasado v el pen-
samiento se va reduciendo al recuerdo y la nostalgia. Esto no le pasa al matemético.
Las mateméticas son la ciencia de la expectacién. La atencién sigue orientada al

futuro, tensa, en espera de una promesa que se cumplird... mafiana.
; : 1

Carta Informativa Sociedad Matematica Mexicana
Niimero 11, noviembre 1996, pags. 7, &, 9 y 10.
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OBITUARIO DE ALBERTO BARAJAS
17 de julio de 1913 - 3 de julio de 2004

TONZALO ZUBIETA Russt

La sociedad humana es como un mar, y nosotros como gotas que somos arrastradas

«n poder influir en los grandes acontecimientos. Esta idea se confirma al poder

aversar con Alberto Barajas Celis.
El gustaba de hablar del gran fenédmeno que es México, y de las riquezas incalcu-

les que encierra la UNAM, la cual nos ha llevado a alturas insopechadas. Acusaba

= insensatos a quienes pretendian corregirla con medidas autoritarias.

De lo que no hablaba Barajas era de lo que él, y otros de su generacién, hicieron

=diante impulsos formidables, a fin de dar forma a la UNAM de la segunda mitad

¢ siglo XX. Gracias a €], a un Brito Foucher, rector que creia en Barajas, a un

ritista visionario llamado Francisco José Alvarez, la UNAM fue dotada en 1944, de

s terrenos que actualmente posee.

Y es que Barajas pensaba en grande, con franca generosidad. Como coordinador

wentifico en ciernes, exigié que los cubiculos de la Torre de Ciencias fueran amplios,

ara que la labor de investigacién se realizara en condiciones 6ptimas. Lo mismo hizo
n las aulas de la Facultad de Ciencias, edificio que fue abandonado en 1976, sin que
adie lo solicitara.

El tenia una concepcién hedonista de la actividad académica. Esta debe ser

zradable y debe favorecer la convivencia, principio que él ponia en préactica a través
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sus maestros méds influyentes fueron Sotero Prieto, en secciones cénicas, vy Antonio

sarez. en relatividad. De ahf su pasién por la geometria pura y la fisica tedrica, donde
Darajas hizo gala de profundidad y elegancia. Otros de sus temas predilectos fue la
teoria de los niimeros, de la que nos legd ideas muy originales.

Tuve la suerte de convivir con Barajas desde la antigua Escuela Nacional Prepara-
toria hasta las postreras reuniones que Victor Neumman organizaba en casa de aquél,
1ando su estado de salud le impedia acudir a otra parte. En ningin momento lo
:bandonaron el enstusiasmo y la alegria de vivir que siempre lo acompaaron.

Estos fueron sus 1iltimos contactos con miembros de nuestra academia. Tengo la

nviceién de que sin personas como él, la vida universitaria nos hubiera sido menos

rica y seguramente mas mondétona.



Oratoria del Dr. Barajas



RAUL SANDOVAL LANDAZURI

Decfa el maestro Ortega: “Hay hombres que sélo entran al combate cuando el rey
<=4 mirando; o son como Aristo, aquel filésofo elegante que sélo filosofaba cuando
<= amigos lo llevaban en una litera lujosa; o como Buffon, el genial, que para escribir

secesitaba ponerse unos pufios de encaje finisimos”. Hay otros hombres en cambio,

« se esfuerzan siempre, en las condiciones més desfavorables, con los medios mas
~mitados. Esta noche nos hemos reunido para rendir un homenaje de admiracion, a

~ de estos caballeros de la Edad Moderna que acept6 siempre, como acabamos de

- una grave responsabilidad o un grave peligro, y cuyas hazaias se realizaron en el

apo viril de los deberes y de los ideales.
Tra un hombre orgulloso, noblemente orgulloso, Raiil Sandoval Landdzuri. No

vanidoso. La vanidad es una forma de humildad, ;no es cierto? La vanidad

= =sa alegria que sentimos cuando se nos aplaude, o esa tristeza que nos deprime

i se nos censura; pero esto quiere decir que las opiniones de los demés son muy

woortantes para nosotros: que les damos tanto valor, que aceptamos que regilen

wwestra conducta; v esto, admitir de buen grado que los demds sean nuestros jueces,

sintoma de humildad. Los grandes creadores, los reformadores, los inventores de

o teoria atrevida, no tienen tiempo siquiera de esperar el asentimiento de la opinién

. Necesitan encontrar en si mismos la fuerza-para realizar sus proyectos. Son

womsus heroicos que no esperan otro aplauso que el de esa voz secreta, insobornable,

« o= hombres llevamos alojada en la conciencia.
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Era Sandoval un hombre espléndidamente dotado. Los dioses le habian hecho Los Py Bobior
més envidiables regalos: inteligencia extraordinaria, gran simpatia personal, fuer . . s o
vitalidad poderosa, buena presencia. Tenia todos los caminos abiertos. Sise lo hubies R —
propuesto habria podido ser gran cientifico, o conductor de hombres, o atleta, o deos — -
Juan. Pero parece que ninguna de estas ocupaciones le interes6 profundamente. I T —
vemos destacarse en la ciencia, pero no consagrarse a ella por completo. Lo vemos
dedicarse con gran éxito a la ingenieria sin que sintamos que lo apasiona esta forms R
de vida que es ser ingeniero. RS Sac

- =
1Cudl era en realidad su vocacién mas profunda? ;Qué secretos deseos moviaz T Se— )
a este amigo extraordinario? Confieso que siento una vaga inquietud cuando tras B - i
de contestar a estas preguntas. Sandoval era un hombre enigmatico, nada facil d ——
analizar. Por lo que dice ¢l mismo no vamos a aclarar nada, porque como acaba d« - sciza
decir Barros Sierra, era un genio del hermetismo. Para entenderlo tenemos que haces - s
algunas conjeturas que nos permitan orientarnos en el laberinto de su existencia. S« s necre S
adivinaba en Sandoval un deseo frenético, en apariencia a veces brutal, de ser € B

mismo. Un deseo feroz de autenticidad. Era alérgico a las convenciones, a los gestos
recibidos, a las tradiciones aceptadas, a las farsas. Era el hombre que no pactaba, qu --
no transigia nunca. Que no se dejaba sobornar ni por la amistad, ni por la ciencia - .
ni por el dinero, ni por el amor. Cada gesto suyo es una negacion del gesto habitual -

Pero claro que esta voluntad heroica de ser uno mismo en todo momento, entrana un

sufrimiento continuo, una perpetua lucha que produce dolorosos desgarramientos. s -
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Para hablar de las cosas inanimadas. de lo que les pasa a los astros o lo que les
<2 a los atomos, los matematicos han inventado un lenguaje insuperable por su
cision y finura, pero cuando queremos hablar de las cosas humanas, tenemos que
irrir a las voces, a las leyendas, a los mitos que inventaron algunos pueblos geniales

condensar su experiencia psicolégica de muchos siglos.

Para decir lo que quiero, permitanme ustedes que use uno de estos simbolos in-

-tales. Sandoval pertenece a una casta de hombres que tienen un antepasado

semoto. gigante y semidids. Maés fuerte que todos los hombres, Hércules desafié a

< dioses y ni Zeus mismo pudo vencerlo. Al terminar su adolescencia se retira a
ngzar solitario porque este coloso estd preocupado con el problema que angustia
= los jovenes de veinte anos: el rumbo que debe darle a su vida. En su retiro

la visita de dos tentaciones igualmente seductoras. Lo solicitan dos mujeres de

»= extraordinaria. Una de ellas, serena, irradia dignidad. La otra, menos serena,

—wtia pasion. Son la Virtud y la Voluptuosidad. Después de algin titubeo el joven

Sorcules se decide por el camino enérgico de la virtud. De alli en adelante, como

= recuerdan, la vida del héroe es una serie de trabajos sobrehumanos: vencer
= leon. destruir a unos gigantes, conquistar a las amazonas, domesticar un rio.
pensamos que el titdn, después de tantos esfuerzos, va a ser premiado con
.z interminable, los dioses le envian una tunica encantada. Apenas se la pone, la

mpieza a rezumar ponzofias mortales. Hércules quiere librarse de este abrazo

nado. pero el vestido se ha convertido en piel y al tratar de arrancérselo se




54 RAUL SANDOVAL LANDAZURI

desgarra espantosamente. Todos hemos visto en algiin marmol esta escena pavoross & S wte >
del gigante desesperado. Jupiter se apiada y con un rayo lo aniquila, pone fin & e < F
sufrimiento indecible. - et
PO o , 3 EBEESS 4 .
;Qué significa esta leyenda que acabo de recordar? ;jPorqué hace un mes, cuand
Kide i35 : ; sip £is ; P
recibi la noticia del accidente aéreo, surgié automdticamente esta imagen que me
Py = e

espanté de nifio? Es la cultura humana una cosa prodigiosa. La creacién de los
héroes, de los genios, de los santos. Es una tunica que el hombre, un pobre animal

errante, se ha hecho para protegerse de la intemperie del universo.

Pero esta cultura, como todas las cosas, también envejece. La frase genial del poe-
ta degenera en lugar comiin. La teoria luminosa, en dogma. El amor a Dios en amar
a las ceremonias. Y esta cultura que se inventd para abrigarnos, al anquilosarse nos
envenena y nos mata. Es necesario que vengan hombres como Sandoval, a recordarncs
con una brutal sacudida, el peligro de que nos asfixie la cultura petrificada. Esta ima-
gen del gigante luchando contra los dogmas, contra los tépicos, contra las tradiciones
recibidas, contra las convenciones, me parece condensar en forma impresionante, la

sensacién que me causé siempre la vida de Sandoval.

Al acabar de pronunciar estas palabras me parece oir la voz de Raiil que me dice
“Amigo Barajas, estds totalmente equivocado. Has inventado una historia que nada

tiene que ver conmigo”.

“Todos los hombres llevamos un libro de cuentos en el centro del alma. Alli estéa:

escritas las vidas que quisimos vivir, o las que deliberadamente rechazamos. Es el libr
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& escena pavorosa ic los anhelos y las renunciaciones. Para que tu pudieras entenderme, necesitarias

mquila, pone fin al snocer este libro secreto en donde aparecen mis fervores y esperanzas; pero no te lo

voy a ensefiar, porque como dice Javier, soy un maestro del hermetismo; y ademas,

B S i cilandd sunque lo vieras, no lo entenderfas. Esté escrito en un lenguaje del que no tienes
30 N mes, cuana

ficcionario”.

ta imagen que me

Puede que tengas razén amigo Sandoval. Hoy por hoy, renuncio a entenderte.

La creacion de los

e hotios il Tus amigos nos conformaremos con recordarte. Dicen los expertos que esta palabra,
il poore animal '

secordar, tiene una bella ascendencia etimolégica. Quiere decir: volver a pasar una
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SEPELIO DEL DR. NABOR CARRILLO
EL 20 DE FEBRERO DE 1967

Amigo Nabor, hermano y muchas veces mi maestro:

Cuando hace un afio nos dijiste que creias que era el ltimo que pasabas con
nosotros, te reprochamos tu melancélico sentido del humor. Tu vitalidad prodigiosa
me hacia pensar que al llegar esta escena estariamos con los papeles cambiados.
Vemos que no bromeabas, seguramente ya habias sentido un calosfrio misterioso que
te anunciaba tu proxima partida. Cuando llegue el dia, insististe, me gustaria oir la
voz de mis amigos.

M4s tarde, a solas conmigo, segufas preocupado con el tema. Con la alegria
de siempre me preguntaste: ;Qué crees que dird Carlos con su voz poderosa y su
claridad incomparable? jy Efrén, que a veces tiene un aspecto tan hosco y por dentro
es blando y tierno? Un sentimental este Efrén. Seguramente estardn alli Henrique
y Horacio. .. Rubén. .. Javier. .. Agustin. .. Bruno. ..en fin, todos los amigos que me
alentaron en momentos cruciales. ;Y qué me vas a decir t17 ;Vas a citar a los
griegos? ; Vas a usar alguna palabra extraiia como aquella vez que en un momento de
euforia porque habiamos pasado una crisis dificil me llamaste Trimegisto? Me parecio
irreverente que me aplicaras un término reservado a Hermes. ;Por qué lo hiciste? Te
lo dije Nabor porque. .. Alguien entré e interrumpié nuestra conversacién con algin

asunto urgente. Hoy la reanudo.
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Te lo dije Nabor. Porque siempre me pareciste una fuerza de la naturaleza.
Cuando pensaba yo en la obra gigante que habias comprimido en unos cuantos afios
formulé una teorfa para explicarme el secreto de tu actividad fabulosa. Creo que no
tenias una alma sino tres.

Una de ellas era de cientifico. A ella debias una mente tan agnda y tan clara
que funcionaba con velocidad electrénica: tus hazanas académicas legendarias en la
Universidad Nacional y en la de Harvard: tu talento matemadtico, tu facilidad para
analizar situaciones dificiles y encontrar siempre la solucién més simple.

Tu segunda alma era de artista. Por ella vibrabas con la belleza del mundo. Era
la que ponfa un ritmo caracteristico en tu prosa directa y limpia, y un grato acento en
tu voz y en tu risa. La que estuvo a punto de llevarte definitivamente por los caminos
de la musica y la pintura.

La tercera estaba hecha de sustancias incandescentes. de luz de calor humano. Era
la que mas queriamos y la que ahora més extrafiamos. La que te impulsaba irresistible-
mente a compartir tu mesa, y tu casa, y tus ideales. La que te hacia un manantial
inagotable de proyectos y de risas. La que hablaba un lenguaje universal que todos en-
tendian: los doctos, los ignorantes, los poderosos, los humildes, los nifios, las mujeres

Esta radiacién cordial era la que te ganaba la simpatia inmediata y la que hacia

tu presencia tan grata y tan tonificante.
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HOMENAJE AL DR. NABOR CARRILLO
EL 15 DE JUNIO DE 1967

{

=mor Rector de la Universidad,
norable Presidium,

senoras y senores:

Les ruego que no piensen que es una descortesia que me presente yo a este acto tan
wlemne sin un discurso escrito preparado cuidadosamente. Les aseguro que las ideas
= vov a exponer no son improvisadas. Se han ido perfilando en el curso de muchos

< de vivir en la Universidad, como estudiante, como profesor, y alguna vez en el
wrpo administrativo; y si bien no las traigo en un papel, sf las llevo grabadas en

<e archivo misterioso donde guardamos nuestras convicciones mas intimas y nuestras

niones mas auténticas.
Pero para expresar esas ideas yo necesito de la colaboracién activa de ustedes.

sero que lo que voy a hacer se parezca mds a un didlogo que a un mondlogo.

wsenr escuchar todo el tiempo la voz de ustedes en sus miradas, en esos leves gestos

robacién o de enérgico desacuerdo, de indiferencia, de aburrimiento, quizas de

swrpresa. Ven ustedes que simplemente se trata de una limitaciéon mia. Soy incapaz

« mondlogo. Hasta cuando pienso a solas necesito poner mis pensamientos en forma

dizlogo.

Fsta noche me mueve més que nada un implacable afdn de claridad. Ni siquiera
<riro a puleritud gramatical. Lo que importa es trasmitir una imagen, una impresion,
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foco. aunque ~Dime Barajas, ;qué es filosofia?

28 ngura (](‘ este

Y yo a mi vez le pregunto, —maestro, ;jcomo quiere que le responda? ;Quiere que

e repita las definiciones que vienen en los libros que nos ha recomendado, o bien

una téenica rtenece usted a esa fauna rarisima de maestros a los que les interesa conocer de
nos disparan a veras la opinién de sus alumnos?
e no entendemos -Soy de esa casta rarfsima. Dime lo que piensas. En mi clase hay absoluta libertad

1la ya se esta

le expresion.

. 1 Al
Hal. £l obDjeto ae

Pues mire usted. Por lo pronto la palabra filosolia es el nombre de una céatedra
2 la que se nos atormenta intitilmente. Se nos hace leer una serie de libros muy

luminosos, escritos en un lenguaje muy confuso, en que se pretende decirnos cosas

le desconcer- v profundas; v cuando haciendo un esfuerzo verdaderamente heroico logramos
ila, una de las snetrar este blindaje de densa neblina nos encontramos con las cosas mas triviales.
me Servira reemos los jovenes que no hay derecho a desperdiciar asi esos dos tesoros que son
mis opiniones estra atencion y nuestro tiempo.
=ivamente. Mas 3 o5 : S .
Barajas, ademas de irreverente eres injusto. En primer lugar el lenguaje filosofico
P que (e es més complicado que el de las otras ciencias. El lenguaje del especialista es
sempre un misterio para el profano. Si los libros de filosofia te parecen dificiles se
flosofia a quien =he simplemente a tu ignorancia. Es todo.
ie desorientad

No maestro. Esperaba yo esa explicacién y le respondo: los libros de matemati-
.= por ejemplo, son dificiles pero muy claros. Ademads, nuestro esfuerzo se recom-

emsa al ciento por uno. Nos iniciamos en mundos tan fascinantes, tan increibles; las
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ideas profundas que se nos presentan son tan irresistibles que estamos maravillados

€n eS0S Cursos.

Usted mismo, alguna vez dijo algo como esto: senores poetas, no crean ustedes que
tienen el monopolio de la imaginacién. A ninguno de ustedes se le ha ocurrido nunca

una cosa tan fantastica como los seres fantdsticos que manejan los matematicos.

Bueno, si te parece, cortemos esta discusién. La mejor defensa que puedo hacer
de la filosoffa, es que es algo inevitable. Los ingenuos creen que caminan sobre el suelo,
pero jsabes cuil es el verdadero sostén de todo ser humano? Pues una filosofia. Se
vive en y desde una filosoffa. Asi que si es ineludible, parece sensato que los jovenes
lleguen a filosofar tan diestramente como yo y no permanezcan toda su vida filosofando

tan torpemente como fii.

—Se defiende usted bien maestro; pero vamos a hacer un experimento. Los fisicos
han encontrado una piedra de toque, una manera de decidir si lo que piensan no es
pura locura o pura fantasia. Esa piedra de toque es el experimento, y para hacerlo ns
necesitamos ir a laboratorios muy complicados. La senora que prende su radio para
oir su comedia no sabe quién fue Maxwell ni qué cosa son las ecuaciones de Maxwell
pero sospecha vagamente que la teoria que permite que su radio funcione estd bien

por lo menos es algo respetable.

Creo que la profecia, para el filssofo, es lo que lo que el experimento para el fisi

Lo reto a usted a que profetice.

—Acepto.

)
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mos maravillados Usted nos ha dicho que la historia no es solamente una serie de peripecias, unas
o a otras, ligadas sélo por el azar, sino que tiene una ldgica profunda que la

R ik =rada del filésofo sabe descubrir. Pues bien, si el pasado tiene sentido para usted, el
A O “wturo proximo, prolongacion de ese pasado, también debe ser muy claro para usted.

Y sedigame usted ese manana préximo. Tengo interés en conocer la fisonomia general

mundo en que voy a Vivir.

< SR T S ;Ah! Me da mucho gusto que el reto consista en eso porque se trata de un
e B O wwoblema en que he pensado mucho. Voy a decirte a grandes rasgos cudl serd la
A “=onomia general de tu tiempo, jpero eres capaz de seguir con atencién algunas cosas

e B B «dio aburridas?

Sov todo oidos.
sento. Los hsacos -Bien. Una época, la llamada edad moderna que se inicia con Descartes exac-
3C REnsan no es ) wente en 1637, se estd acabando. Termina esta etapa que llamamos racionalismo

1 generacion precisamente empieza un nuevo tiempo. Fue el racionalismo un
w=avo heroico de realizar el sueno de Sécrates: vivir desde la razon. Se ha desdenado
“da espontdnea y se ha intentado vivir desde el intelecto. Hemos ejercitado la
cura de la razén y menospreciado eso que podemos llamar la espontaneidad, la

ruraleza, los instintos.

S Pl a ©1 1 4

Esta filosoffa ha fracasado. Querer apoyar la vida en sélo la razén es imposible.

= wemos obligados a aceptar con gran humildad que el hombre no es un animal

=zl Todo lo contrario, en su mayor parte es un animal irracional. La parte de
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r un detalle extra. Serda muy alegre. Sentird la felicidad del que va con su
No le importaran los problemas dificiles ni las situaciones complicadas. Lo

ieslizarse por la existencia con gran facilidad muy consciente de su tiempo y de

= representa en la historia.

LMuyv bien, maestro. Me callo.

fue asi, muchos anos antes de conocerlo, en un curso de filosofia, donde oi

ribir por primera vez a Nabor Carrillo.

rramos el tiempo rapidamente y saltemos veinte anos. Ya el ingeniero Tamez
jo algunas de las cosas que pasaron en ese intervalo. Vemos ahora a Nabor en

toria, en la plenitud de su fuerza, de su inteligencia, de su simpatia.

iando llega a la Universidad muchos dicen jqué va a hacer este sefior en la

sria’

A los dos meses saldrd de manera violenta. Sabemos que es muy in-

o

que se ha dedicado a problemas técnicos, a las matematicas, a la mecénica
a la elasticidad, pero jqué entiende de problemas sociales, de pedagogia,
= relaciones humanas? Casi todos le predecian a Nabor un desastre a corto plazo

empezaron a ocurrir los milagros. Este hombre que nunca habia meditado pro-

mdamente sobre las relaciones humanas, resulté un genio de la convivencia. Tuvo

\

la humildad intelectual necesaria para ponerse objetivamente ante la realidad,
eria. analizarla y amarla. Suena muy facil hacer eso. No es asi. Cuando se trata

- fendmenos fisicos ya estamos acostumbrados a no hacer intervenir ideas morales,

= teoldgicas, ni éticas. Nadie piensa ya que la electricidad deba ser de tal modo o



66 HOMENAJE AL DR. NABOR CARRILLO

que la gravitacién deba actuar en tal forma. Esto se nos hace tan natural que ya se

nos olvidé que hace tres siglos la tierra no debia moverse, por decreto. Ha costad

1
muchos sufrimientos y esfuerzos mentales heroicos lograr esta actitud objetiva ante
la realidad fisica. Las cosas son como son y el hombre no puede decidir cémo deben W~ T
ser. Ante los fenémenos sociales Nabor Carrillo tomé esa actitud realista y el resul-
= o 3
tado fue asombroso. La Universidad adquirié un ritmo de trabajo, un entusiasm
. r‘v ; —_
un equilibrio interno, que la gente se sorprendia. (Qué ha pasado en la Universidad
S o _aniy e Sl
i.Ya cambiaron los estudiantes? ;A Nabor le tocé otro tipo de jovenes?
- TuTe = |
Durante ocho afios fue la Universidad un laboratorio donde se experimentaron
s e S T
ciertas leyes de la sociologia humana que Nabor percibié con intuicién excepcional
No fue nada més un tedrico, sino un hombre con una sensibilidad increible, que sup
'f - 5 T >

armonizar genialmente esas fuerzas humanas en la Universidad. Creo que fue el primer
rector que vio claramente las leyes fundamentales de la mecénica universitaria. En &

se unieron la pasién y la vision. Amé y entendié a la Universidad.

Seguir hablando de Nabor podria alargar excesivamente esta conversacién, y va

- . . . r . . re ~ - - e - — =
emplezo a ver en sus miradas cierto parecido con la que yo tenfa a los dieciséis afios
; ' , . o i N Smees S
cuando le decia a mi maestro: exactamente ,qué nos quiere usted decir?
— = Of E

Bien. Me voy a concretar al méximo. Cuando se me invité a participar en esta
ceremonia, un distinguido universitario me dijo: Dr. Barajas, de las tres personas

que van a hablar ;quiere usted ser el que le diga a Nabor Carrillo. Rector Egregio’

Eso es lo que he tratado de decir.
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jek ~w=oras y sefores, lo que yo quiero decir es lo siguiente:

Jue el hombre es como un juguete en la mano de Dios, y que esto, poder ser juego,
« precisamente y en verdad lo mejor en él; por tanto, todo mundo, hombre o mujer,
eria consagrarse a este fin y hacer de los méas bellos juegos el verdadero contenido

=1 vida. Contrariamente a la opinién que hoy predomina. Juego, broma, cultura,

Semamos. son lo mas serio para nosotros los hombres.

I

- fuchos de ustedes habran reconocido inmediatamente estas palabras tan descon-

~antes a primera vista, pero tan incitantes, tan juveniles y tan modernas. Se

» wrteeron hace veintitrés siglos y su autor es nada menos que Platon.

1fieso que jamss me hubiera fijado en ellas; aparecen en un libro cuyo titulo
~romete mis temas predilectos; de haberlo hojeado probablemente resbald la mi-
. sobre el pasaje sin meditar en él. Si ahora lo recuerdo con frecuencia se debe a
w masstro de filosoffa, que hace muchos afos consagré una leccién a comentarlo. Las
wrvaciones de mi maestro, que me siguen pareciendo vélidas, aparecerdn mezcladas
= propias opiniones en esta platica. Decia mi maestro: “fijense ustedes en que
= _ s == uno de los pocos pasajes en que Platén, que se oculta casi siempre detras de
sopeo texto, por un momento entreabre las lineas luminosas de su prosa para que

== percibir su noble figura personal”.

67
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Las palabras “lo que quiero decir es lo siguiente...” no las ha escrito Platén
un momento de frivolidad; no pretende ganar fama de original, con la receta facil
simplemente contrariar las opiniones vigentes; no trata de shockear al burgués.
escribe muy deliberadamente, pocos parrafos después de advertirnos que va a t
un tema de suma gravedad, que debe tratarse con la méxima cautela, sobre t
cuando lo hace un hombre que como él, ha llegado a la ancianidad. Este pasaje =
encuentra en el libro VII de Las Leyes, la obra a la que Platén dedicé los 1iltimoe

meses de su vida.

Quise citar el pensamiento de Platén porque su testimonio, por lo que conciers
a las matematicas, nos es particularmente interesante. Seguramente este filésofo n
aparece en los altares que los matematicos les hemos construido a nuestros idolos
no es uno de los grandes creadores de teorias matematicas; pero en cambio.
pupila mds aguda, mds curiosa de cosas humanas, mas sensitiva. mas luminosa

la de Platén, no la ha producido la humanidad.

Apasionado de la geometrfa, le tocé vivir un momento milagroso de la histor
humana, el incendio intelectual que todavia nos deslumbra. Este testigo incalculat
del nacimiento de la ciencia, al llegar al final de su vida, cuando en pocas frases
quiere dejarnos su testamento filoséfico y vital: cuando quiere describir el temple.
ambiente, ¢l estado de espiritu en que se produce el misterio de la creacién cientifi

nos lo dice de un modo indudable. Platon fue amigo de grandes mateméticos grieg

si no recuerdo mal Theaeteto y Eudoxo fueron sus maestros en matemdticas y <
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scipulos en filosofia. Estuvo. digo, en el centro de la explosion intelectual mas

wprendente que haya producido la humanidad. y nos dice:

El estado de espiritu propio de la ciencia, es el que se lleva al campo deportivo. Un
==ado de vitalidad excedente, lujosa. El que nos hace gozar con el juego superflno.
Creo que conviene recordar a Platén cuando hacemos planes para estimular el
sarrollo cientifico en México. Se habla de que nos faltan recursos, gente quizds. A
mejor lo que no sabemos es tocar esos manantiales profundos de la vitalidad, donde
zeneran el entusiasmo, la pasion, la fe, la constancia. A lo mejor no nos faltan
sas muy complicadas, sino por ejemplo una muy simple: la alegria.
- 1i0S0s Al llegar a este punto creo que muchos estaran pensando:
Dr. Barajas, nos ha hablado usted de filosofia, de los griegos, de la felicidad. Ain
~oniendo que lo que ha dicho sea acertado, parece que se ha apartado usted del

. Vinimos porque nos interesa el titulo de su plética, esto es, la geometria.

ios los asistentes a estos didlogos nos hemos dado cuenta de lo dificil que es

HSIOris municacion humana; de la torpeza, la lentitud, con que se transmiten las ideas.

sion incalcul ~wce que Cantinflas tiene muchos discipulos entre los cientificos mexicanos y usted
s frases < uno de ellos.

atesto. Como profesor de geometria sé como trazar un circulo que pase por

. < puntos. Cuando Luis Estrada me invité a tomar parte en este didlogo, me

natl T suse este problema, que no sé si acertaré a resolver: ;jcudntos puntos necesito

as y sas poder trazar el mundo matematico? Creo que si estos puntos tienen suficiente
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para dar == Bien. Veamos. ;Cuéntos siglos les parecen a ustedes suficientes para que se acaben
staco. e e < efectos de la luna de miel? ;Veinte, por ejemplo? ;Qué dice Newton en el siglo
fanie que percit V11 cuando al final de su vida quiere dejarnos una opinién sobre si mismo? Las
gidcas para Plasde Izbras de Newton no parecen alejarse mucho de las de Platén. Dice Newton: “Yo
pERSAnCO €n ies 4 < como me vera el mundo; pero yo siempre me he visto como un nifo jugando en
B € gue esoi plava, a la orilla del mar, que tuvo la suerte de encontrarse algunas piedras mas
e=xy lidas o algunas conchas mas blancas que otros ninos”.
S¢ pensaria Newton seguramente estaba consciente de su genio incomparable, pero cuando
nsa en su obra no recurre a las palabras solemnes. Sin rigidez ni gravedad usa la
=ma palabra que Platon: Mis matemadticas fueron un juego prodigioso a la orilla
misterio.
‘nando al mismo Newton le preguntaron cémo habia descubierto la ley de la gra-
~acidn, contesté con una frase de enamorado: pensando en ella de dia y de noche.
“on las dos opiniones mencionadas creo que va dibujandose el mundo matematico.
T son es fundamentalmente un filésofo. Newton si es uno de los grandes creadores

atificos. Como matemdtico Newton tiene semejantes pero no superiores. También

fisica tiene rivales; pero un hombre que haya sido tan gran matematico y tan

|
'

Es Iz emir —an fisico como él, sélo uno ha producido nuestra especie. Si alguna vez los mar-

el maestro Socrates wos vinieran a la tierra, y quisiéramos impresionarlos con lo que podemos hacer les

/

¢ Dacia era pes ssrariamos los Principios Matematicos de Filosofia Natural.
=n fin. Al correr @ Asi. pues, Newton es un punto suficientemente fuerte para apoyar en €l el mundo

ormal v senia rematico,
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.Qué otros nombres sugieren ustedes? ;Gauss, Poincaré, Jacobi, Hilbert? retiker mit den

Porque se me puede decir: Newton es del siglo XVII. Est4 usted hablando de Iz A
infancia de la fisica y la tecnologia. Las cosas han cambiado mucho...el impact De sse M
social de la ciencia. . . la responsabilidad del cientffico. . .

Bien, pasemos a este siglo. ;Qué dice Hilbert en 1930, en un congreso en qus nschaft des
expone sus puntos de vista sobre las matematicas? Afortunadamente ya en esa época industrie Z. B
habia grabaciones, discos. No sabremos nunca como hablaban Platén y Newton, per
afortunadamente si tenemos la voz de Hilbert. Van ustedes a escucharlo, para que —— en T
no se me acuse de calumniarlo. La grabacién no es muy buena. Trataré de repetis
lo que dice Hilbert. Oyen ustedes su voz. Seguramente no es ya la de un muchach vzige 7

inexperto.

Dice Hilbert:

“Ohne Mathematik ist die heutige Astronomie und Physik unmaglich.
Diese Wissenschaften 16sen sich in ihren theoretischen Teilen geradezu in
Mathematik auf. Diese, wie die zahlreiche weiteren Anwendungen, sind es
denen die Mathematik ihr Ansehen verdankt, so weit sie solches in weitem
Publikum geniesst. Trotzdem haben es alle Mathematiker abgelehnt, die

Anwendungen als Wertmesser fiir die Mathematik gelten zu lassen.

Gauss spricht von dem zauberischen Reiz der die Zahlen Theorie zur Esas oenoas
lieblings Wissenschaft der ersten Mathematiker gemacht habe, Ihres uner- — = = L

schophlichen Reichtums nicht zu gendenken, woran sie alle anderen Teile DRCETaT WAS §

der Mathematik so weit iibertrifft Kronecker vergleicht die Zahlentheo- SiE e=
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humana. Desde los griegos el universo se goza con la mirada y con la inteligencia s =ta un
Que el universo tiene sentido es uno de los descubrimientos mas voluptuosos que ha — s

hecho el ser humano.

El universo no estd regido por ese dios que hace temblar a los otros dioses: &l 2
temible dios del azar. Que dicen que no tiene rostro. No se le puede conmover con v
plegarias que no oye, ni sobornar con sacrificios que no ve. No. La naturaleza est
sujeta a normas escritas en un lenguaje accesible al hombre. La geometria nos hiz s sizhos

por primera vez esta revelacion. S

El lenguaje de imégenes, decia yo, es muy anterior al de sonidos. El lenguaje oral
que usamos para coOmunicarnos con nuestros semejantes es muy reciente, muy pobre
muy tosco, y estd anclado, vive inmerso en el lenguaje de imagenes que manejamos
tan admirablemente. Perdonen que insista. No se trata de que el hombre percits oo uest
simplemente la forma de los objetos que lo rodean. Ya esta percepcién seria sorpren- RE g es
dente; pero el fenémeno a que aludo lo es més aiin. Los objetos no tienen forma. n Bste lensn
tienen una geometria forzada. Son galaxias de particulas elementales, estan hechos pestr

de huecos. Un ser humano, por ejemplo, es una organizacién tan endiabladamente _——

complicada, que no hay mente, por muy genial que sea, que pueda aprehenderls s—

totalmente.

A esta galaxia de particulas le inventamos una silueta, una imagen que es su fich Eamas obras

geométrica. De un ser humano nos quedamos con unos cuantos rasgos, que nos sirver ta ¥ minucios

para identificarlo y poder tratar con él. Si. El hombre no sélo percibe los objetos S Pero ka










tn

sarse. atomizarse y finalmente desaparecer. Los pintores, Picasso por ejemplo, han

«=o parece que el caos no puede continuar indefinidamente. El hombre es creador de

——D

sserde popularidad; en cambio suena con frecuencia la palabra “mundo” que sugie-

ma geometria social mds ingeniosa, mas dindmica, mds certera. Asi, el libro del
- se tomaron estas fotografias, que me presté mi amigo Carlos Graef. se llama Die
Jzen des M. C. Escher. Los Mundos de M. C. Escher. La primera obra ha dado la
=12 al mundo en los libros de fisica. Nos presenta un ejército de caballeros blancos;

« buecos que dejan los llena un ejéreito de caballeros negros, igual al anterior, que

£n las siguientes notan ustedes la obsesién del artista con el infinito, con las formas

ser cumplido los 50 afios. Repentinamente su fama ha crecido vertiginosamente.

== suvas que valfan cuarenta délares hace veinte afios se cotizan ahora de dos mil

mie mil.

«—=os. inverosimiles, fascinantes.
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do radicalmente la geometria humana. Parejamente, se ha destruido nuestra

szen del mundo y de la vida. Nos hemos quedado sin un mapa de la existencia;

ss. de estructuras, fatalmente. La palabra “clase” se ha ido cargando de antipatia

na en sentido opuesto. Se ha usado para ilustrar el principio de paridad.

mplicadas que ha creado la naturaleza y las que han inventado los arquitectos.

& muchos afios no se aprecio su arte. Empezé a llamar la atencién después de

sbra de Escher da una idea del universo matematico, habitado por seres mis-

México, D. F., 29 de marzo de 1974.
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CEREMONIA DE REINHUMACION DE
LOS RESTOS DEL DR. NABOR CARRILLO,
EN LA ROTONDA DE LOS HOMBRES ILUSTRES,
EL MARTES 28 DE ENERO DE 1975.

=nior Presidente de la Repiiblica Mexicana,
=nor Rector de la Universidad Nacional Auténoma de México,
norable Presidinm,

Noras y senores:

lalentos universales los produce la humanidad con mucha parsimonia, con iy

ca frecuencia. En los paises en desarrollo, desarrollo muchas veces irregular v

surbulento, la aparicion de uno de estos talentos es un hecho inverosimil. Nos hemos

unido hoy para recordar a un hombre cuya obra todavia me parece inexplicable.

M presencia en esta tribuna se debe a que tuve la fortuna de tratarlo muchos anos y

erlo en accién con toda su potencia.
Los matematicos se han ganado una justa fama de politicos deplorables. Ustedes
uerdan el caso de Laplace, uno de los grandes de todos los tiempos, que logrd im-
wcientar a Napoleén hasta la exasperacién. Este hombre —gritaba el temible Corso
pretende llevar a la administracién piblica la misma perfeccién, la misma logica y
| rigor que emplea en sus calculos; el resultado es que se queda paralizado ante los
oblemas mas simples, incapaz de tomar decisiones. Hay que sustituir a Laplace con
i tonto normal.
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En Harvard nuevamente sorprende a sus maestros, los famosos Terzaghi, Cas
grande, Westergaard. Se doctora en un tiempo récord. Regresa a México. Nad
sabe para qué sirve un Doctor en Ingenieria. Le hacen ofertas magnificas en Estados
Unidos; pero él decide quedarse. Da clases. Piensa en el hundimiento de la Ciudad
México. Sus teorias son fundamentales para el entendimiento del fenémeno. Nun
dejé de interesarle este problema, como lo demuestra su audaz concepcién, llama s o
Proyecto Texcoco, en el que trabajé hasta el fin de sus dias. Forma discipulos. S : s =
fama crece, su fortuna no. Alfonso Caso lo nombra Coordinador de Ciencias en =
Universidad Nacional. En 1946 presencia una explosion atémica en el Atolén de Biks
como representante de México. Empieza en ese ano a preocuparse por el desarr -
de 1a energia nuclear en México. En 1949 se le llama como consultor en el probles
del hundimiento de la playa de Long Beach en California; en competencia con otr
autoridades mundiales en el tema, triunfan sus ideas. Su famosa teorfa de los centres .

de tensién es la que a la postre se acepta como la definitiva.

En 1950 promueve que se establezca un laboratorio nuclear alrededor de w
aparato Van de Graaff, en el Instituto de Fisica. Es el primer paso en firme de nues
tro pais en energia nuclear. Posteriormente es el alma de la Comision Naci
de Energia Nuclear v a su fmpetu se debe la construccion del Centro Nuclear

México.

En 1953 llega a la Rectoria de la Universidad, que él llama “el honor mas gran

de mi vida”. Es en este puesto donde su personalidad llega a una espléndida madurs
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sos Terzashi Dicen que el pensamiento politico es slo una parte de la politica. La otra es la
snacién. Bl es el mejor instrumento de sus ideas. Su oratoria precisa, clarisima
. ipida impone respeto, su voz cordial inspira confianza. Ante la agitacién de las
dtitudes no pierde la entereza. Parece que necesita la presién del peligro para

e 2 = su mente trabaje mas agudamente. Tiene genio para reducir las situaciones a

clementos esenciales, hacerlas evidentes y transformar las amenazas en ovaciones.
s g S resiona su inagotable energfa, su capacidad de vivir en tensién constante, la ima-
- encias smacién de sus proyectos monumentales y la visién tan exacta de los problemas del
' -uro.  Vivir es para él crear cosas importantes, obras de gran calado, proyectos

S r el dessas adamentales para nuestro pais.
—— T Tuvo Nabor la humildad intelectual necesaria para ponerse objetivamente ante la
lad. para verla, analizarla y amarla. Ante los fenémenos sociales el resultado de
S ceoE T ctitud fue asombroso. La Universidad adquirié un ritmo de trabajo, un entusias-
- un equilibrio interno. Vio claramente las leyes fundamentales de la mecanica
ersitaria. En él se unieron la pasién y la vision. Amé y entendié a la Universidad.
Dicen los académicos que el verbo morir es intransitivo; pero el pueblo, con certe-
ntuicién, sigue diciendo morirse. Sabe que en acto tan grave hay una intima
racion, una misteriosa y secreta aquiescencia. La vida es caudal milagroso que

que gastarse, pero nosotros decidimos en qué y cémo. Nabor se muri6 de fervores

! <neranzas nacionales. Recordar su vida es renovar esas esperanzas.



MESA REDONDA “VIDA, CULTURA, CIENCIA”
DEL SEMINARIO SOBRE EDUCACION SUPERIOR
ORGANIZADO POR EL COLEGIO NACIONAL
EL 15 DE NOVIEMBRE DE 1978

Senoras y sefiores:
iosidad con que empiezo esta plitica se parece mucho a la angustia que

La nerv
sienten los jugadores de ajedrez, y tiene el mismo motivo: en un plazo perentorio

) tengo que acertar con la manera mas eficaz de sintetizar mis opiniones. Esta

omodidad es el castigo de mi soberbia y mi ambicién. Aspiro nada menos que a
acto del tercer tipo con esas criaturas

mnoe

lograr establecer, en quince minutos, un cont
tan distantes y tan misteriosas que para mi son ustedes, los otros seres humanos.

Como ajedrecista se me presentan muchas jugadas posibles; descarto rdpidamente
analizo solamente tres, que son las tinicas que me ofrecen cierta probabilidad

algunas y
ie éxito. La primera me la sugiere Borges, la segunda Leonardo da Vinci, y la tercera

=i maestro de filosofia.
La presencia de Borges en este momento creo que s muy clara y no necesito el au-

wilio de un psiquiatra para explicar la evidente asociacién de ideas. Borges es el rey de

perplejidad. No contento con crear tantos laberintos, tantos jardines con senderos

< vuelva locura. Més de una vez he tenido que suspender la lectura de algtin libro

se bifurcan, los ha llenado de espejos para que nuestro azoramiento se agigante
de que la realidad es una selva inextricable,

suyo porque ya empezaba a convencermie

89
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que crece frenéticamente hacia dentro, como devorandose a si misma, semejante
uno de esos agujeros negros que dicen los astrénomos son capaces de absorber
galaxia. Esa selva se transforma a veces en un rio, sediento de sus propias ag
que lo arrastra todo: provincias, vikingos, espadas, gauchos, compadritos, evang
apocrifos. mandamientos sacrilegos, llaveros, idiomas, relampagueantes espejos
fin, siento que para un hombre tan lleno de dudas como yo, no es recomendabls
terapia de laberintos como los de Borges. Me despido de él por lo pronto. A lo «

nos lo encontremos después intempestivamente.

Mi segunda esperanza es Leonardo da Vinci. Las palabras ciencia y cultus
evocan inevitablemente. Me lo imagino muy concentrado, dibujando ese nu
mismo tiempo fascinante y terrible que algunos llaman la firma de Leonardo -
mi es otro de sus autorretratos. ;Representa la red del pensamiento légico con !
quiso apresar el mundo, el universo todo? ;Sera el camino de salvacion que
desesperado? ;Serd la malla de hierro de las propias limitaciones con que tr
siempre el genio que aspira a serlo todo? jQuién sabe! Esta alma tan compleia
hermética, tan llena de misterios, tan solicitada por miiltiples vocaciones, esta ©
de la comprensién de los mortales ordinarios. Leonardo, hombre de infinitos tale:
creo que dirfa Borges, es un semidids de pasiones tornasoladas, a veces equis
Si pretendo que este gigante me lleve de la mano entre los precipicios del pr

educativo, a lo mejor s6lo consigo que me rompa un hueso. No. Me temo que =

va a servir de guia.
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e B Queda ya solamente mi maestro de filosofia. A él si que le gustaban los caminos
BOroc aros v las soluciones precisas. Recuerdo con qué expectacion lo veiamos sus disci-
SEOPeas apeas sulos lanzarse decidido al mar de las dudas y bucear tan profundamente que varias
S, Cvang veces temimos que se habia ahogado y no volveria a aparecer; pero siempre regreso
es espejos. Ez ‘riunfante a la superficie, con algiin pensamiento luminoso que se habia encontrado
e 1 10 sé qué caverna submarina, con la complicidad quizds de alguna sirena, mal

et nensabamos entonces.
Alguna vez, presionado por mi curiosidad juvenil, me confesé uno de sus secretos:

“Cnando al iniciar una conferencia, Barajas, noto entre mis oyentes esas miradas
impasibles e implacables, cargadas de escepticismo, en suma, cuando siento que del
niiblico me llega una creciente onda fria que amenaza paralizar el flujo de mis ideas,
mtes de petrificarme totalmente, con un tltimo esfuerzo, abro las puertas de la sala
v dejo entrar a los centauros!

Cuando el ptiblico siente entre las butacas la vitalidad desbocada de estos esplén-
fidos animales humanos, concentra la atencién y se pone a la defensiva. Ese es el
wmento que hay que aprovechar.

Yo no he encontrado a ningiin hombre tan frio, por muy inglés que sea, ni a

zuna senora por muy duena de sus emociones y de su compostura que parezca,

no imaginen que estamos gritando sus biograffas cuando les preguntamos:

Qué creen ustedes que sentfa nuestro padre Quirén cuando galopaba las praderas

— R

ssmeralda? A su torso de atleta correspondia un universo de imédgenes, de sen-
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o rraje vistoso del que podemos prescindir y que usamos para suscitar la admiracion

nuestros amigos. Existe la cultura porque el hombre tiene necesidad radical de

~ ; -marse un mapa del mundo hasta para ejecutar la accién més sencilla que pueda
“ZiNATSe.

= La cultura es una creacion especificamente humana. Ni los tigres, ni Dios, son

o=, En el hombre, decia Campillo, cierta parte es claramente animal y cierta parte

| camente divina. Esta sensacién de que somos una mezcla extrana, surrealista, de

53 it o waturaleza, la han sentido muchos pueblos; uno como recuerdo de que en algin

s p— woenento de la evolucion humana hubo una crisis esencial y la imaginacion del hombre

s e woezo a interferir con el mecanismo tan perfecto de los instintos. Nadie ha descrito

= tanta fuerza como el pueblo judio en el Génesis, este momento draméatico en que

mbre abandona el mundo puramente zoolégico para ingresar al creado por su

wasia. Addn en el Paraiso era un juguete maravilloso programado para funcionar

m repertorio ingeniosisimo de instintos. Dios, que lo sabia, le hizo algunas

nendaciones. No le prohibid el amor, como ha propagado una calumnia plebeya.

ntrario, le recomendd crecer y multiplicarse y henchir la tierra. El pecado de

- no es el original. Estaba previsto que Adan y Eva se enamoraran perdidamente

e otro. El pecado original es el pecado de la fantasia. No comas de los frutos que

wan en el centro del jardin, dijo Dios, porque te vas a enfermar de la imaginacion,

mpezarda a funcionar sin control. Vas a vivir en una pesadilla continua sujeto

— - ores v placeres imaginarios. Esos frutos se producen en México, y se llaman

- == alucinantes. Te hardn inventar gramaticas para todas las funciones que los
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demds animales realizan con tanta felicidad. No te bastard caminar sino que f¢ -
someterds a ejercicios crueles para ser el campeén del mundo. No te bast ara el placer .
de subir a un arbol; te sujetards a una terrible gramatica muscular para ser com
Nadia Comaneci. No comerds ya con felicidad porque las reglas dietéticas acabards
con tu apetito. Pero, como sabemos, Adan y Eva no escucharon. Est ropeada | - .
pureza de los instintos y con una imaginacién que no llega a ser todavia plena razon . : -
el hombre para vivir tiene que apoyarse en...la cultura. Parafrasecando a Borges
podria yo decir: el animal puede ser distraidamente atroz o eventualmente heroi
el hombre necesita asistir antes a un seminario de la abnegacién o aprender una éti > =

de la infamia.

Decia Leonardo que su maestro de dibujo era un viejo muro de un conventi . . -
que la humedad y el salitre, con el paso del tiempo, habia producido una cole
de manchas riquisima en formas y tonos inesperados. La imaginacion de Leonard
logré extraer del enjambre cadtico de lineas y sombras algunos de sus dibujos
sorprendentes. Este ejercicio que Leonardo practicaba conscientemente ante el n . 8
lo practicamos continuamente todos los seres humanos. En el ciclo, manchad —
estrellas. los astrénomos han visto las formas de las constelaciones. En un ros
de mujer el varén descubre todas las perfecciones que ha presentido y anhelado. =
madquillaje uniforme de las mujeres que las despersonaliza un poco, facilita este act

creacién de rostros ideales. Y lo mismo hace el fisico ante el mundo real; al obser

con pasién descubre esa red de lineas invisibles que se estructuran en una teor:
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(Causa un estremecimiento pensar en esa fuerza césmica que es la imaginacién hu-
sna. Mis diseipulos no me creen cuando les digo gque son unos gedmetras fantasticos.
= lengo que hacerles notar que asi como las computadoras nos producen un complejo
S i inferioridad cuando hacen célculos, cuando se trata de manejar imagenes las que
I3 <= avergilenzan son ellas. Actualmente se les estd ensefiando a reconocer formas,
siluetas, galibos, pero no compiten con la rapidez y la riqueza con que lo hace el ser
Scanc =K wumano. Piense cada uno de ustedes en el archivo innumerable de imagenes que lleva
= el cerebro. La facilidad con que nos aprendemos las fisonomias de las personas y
los objetos es asombrosa. Cuando alguna muchacha gentil me dice que ella nunca
dria aprender matematicas le contesto: senorita, usted maneja en el periférico y
=std viva. Créame que si no supiera usted mucha geometria ya estaria en el Reino de
< Cielos. Sabe usted calcular distancias, tamanos. velocidades y reconocer formas
colores. No sélo calcula usted su posicién en el rio de coches sino que sabe leer
Le nstantaneamente, en su rostro, las intenciones de los otros conductores; y eso mien-
DDAIpos ras no cesa usted de hablar con la amiga que va en el asiento de atras y se cepilla
lo. Esté segura de que tiene intuicién geométrica. La naturaleza se la empezd
iesarrollar hace muchos millones de anos. Y de modo semejante protesto cuando
5. I T suien se queja de que se permita a los muchachos tontos entrar a la Universidad.
= : Tonto un muchacho capaz de reconocer la belleza del mundo, de las mujeres, de

= piar con gran facilidad y gracia los pasos de la fiebre del sdbado?
= El joven es un mecanismo prodigioso muy superior, en total, a cualquier maquina

n una teorn hecha por el hombre y que tanto admiramos. Sumando y restando somos torpes.
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il = = nombre a toda bestia del campo y a toda ave del cielo y que ése es el nombre
S — = se conserva hasta la fecha, obviamente no se refieren a las palabras leon o dguila.
: me subsiste es el lenguaje de formas. Vemos a un ledn como lo vio Adan. Si el

be Gt =bre dura mucho sobre la tierra probablemente este lenguaje, como los literarios,
R g " « convierta en una lengua muerta y los hombres vean al mundo de modo muy distinto

R wp— = nosotros. Decfa yo, maltrechos sus instintos, Adén ya no puede con seguridad
—hardeada s varse en ellos. No puede caminar sin formarse una imagen, aunque sea muy tosca,
— %l cosmos.

A ’ La historia de la humanidad es la historia de estos esfuerzos dolorosos que ha

wrho Adén para enfrentarse a la realidad sonandola, inventandola, dandole un rostro

o e azeracién. Es racional a veces, en casos geniales de excepcién. A ratos Aristoteles,
weces Newton, con frecuencia Gauss, San Francisco no mucho. Cuando se habla de
= una de las tareas de la educacion es ensefiar a pensar a los jovenes, no entiendo

s e = qué se quiere decir. No se trata de paradojas ni de sutilezas filoséficas. He

B e ra—— ‘=ricado con varios amigos mios matematicos y convienen conmigo en que no tienen

P ilxs mil 2a significacién muy clara esas operaciones que llamamos entender y pensar. Y eso

!

mniecnios. adeds = en matematicas y fisica o ajedrez, es donde hay menos confusién. Yo he sentido
S Smcronisitals wachas veces que si mis discipulos, por obra paciente de la naturaleza desde que eran
Lecnardo. sedess ~rotozoarios, no llegaran a mi clase con una intuicion geométrica muy desarrollada,
PR M — mo dije antes, no entenderfan ni las demostraciones mas sencillas. El nitio a los

« dias de nacido ya reconoce perfectamente a sus padres. No confunde a su papé
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practica de un deporte. Significa un esfuerzo, pero espontineo y lujoso, que

irresistible de las fuentes secretas e irracionales de la vitalidad.

2
s
v

La risa es una contribuciéon humana al repertorio expresivo de los seres vivos &
un elemento del lenguaje que todavia no reglamentan los draméticos. Hay la ¢
burlona, la de despecho, la vengativa del que rie al dltimo, la llena de gracia de =
ninos; la que las mujeres usan con frecuencia como arma irresistible.

En cuanto a la risa estrepitosa de Carlos Graef, creo que “en el rodar de =

‘1

carcajadas” descubriria Platén el eco de aquellas voces, que en su Academia, hablafus
con pasion de geometria.

Para terminar le pido a Platén que me permita calumniarlo atribuyéndole =
sentencia:

El ignorante que confunde la palabra “paideia” (cultura), con la palabra *
(jovialidad), a la postre tiene razén; pues las virtudes que esos vocablos desie
se mezclan de tal manera en el hombre sabio que llegan a ser indistinguibles. &
adjetivo, sabio, debe usarse con mucha cautela. Significa: hecho de autenticid

lucidez.

México, D.F., 28 de octubre ds ~
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mas alld de la muy simple de Aristételes. El gran Copérnico que se atreve a dessiis
a las Sagradas Escrituras, y junto con Kepler prepara el camino de Newton
llamado por consenso el padre de la fisica moderna introduce el método exper: .

El sumo Newton, cuya obra se considera la mds notable creada por un fisico. =g

. =
un estilo de pensar y de investigar. Maxwell, cuya teorfa electromagnética perm=
- -
advenimiento de la electricidad. Y en este siglo Einstein, cuyos descubrimientos =
vieron un impacto que ha estremecido a la humanidad. La ciencia que empez
S v S =T
un rito secreto en la escuela de Pitdgoras ha desbordado las aulas y los laboratosss
y ha sojuzgado la tierra. Nunca sonaste lo que iba a pasar, Adén.
- —— ~
Somos la conciencia del cosmos.
L
R SR o=
-~
s
- =
S -
e _ =
e el
- -
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LA INVESTIGACION MATEMATICA

ALEJANDRA JAIDAR ENTREVISTA A ALBERTO BARAJAS

‘. z:anDRA JAIDAR. Doctor Barajas, deseo platicar informalmente con usted
as tema predilecto y pedirle algunos datos sobre sus maestros.
* ==a70 BARAJAS. Quiero decir unas palabras sobre el milagro de las matema-

S ¢ =z importancia en la cultura.

=== desde luego que con respecto a las ciencias tengo prejuicios raciales. No

. munca esas realizaciones admirables que se llaman musica, poesia, pintura,
woma pero la mas humana de las creaciones himanas se llama matemdticas.
- « forecido en nuestro planeta me parece cada dia mds inverosimil. Pueblos
0 wosnarios, con un empuje vital que nos asombra, como los sumerios, los chinos,
- - =. pasaron junto a las matemadticas sin verlas. El descubrimiento griego es
@ muiszro. una flor de desierto.

~+ sxbe que los babilonios y los egipcios, por ejemplo, fueron capaces de calculos
= v de observaciones astrondmicas muy penetrantes. Algunos de sus inventos
- vos: pero fueron ciegos para la estructura abstracta que articula esos cdlculos

s ohservaciones.  Si la sospecharon no quedd huella. No dejaron ni una sola
Sessracion de un teorema, dicen los expertos.

w0, La invencién de objetos matematicos es caracteristica de nuestra especie.

‘

= aceptar como verosimil la leyenda de que una arana descendia del techo
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. ww= . estrategia que debe seguirse. Casi sobre cualquier tema surgen opiniones

" wenses lo mismo sobre pintura, que sobre religién o futbol. Si 10 universitarios
 wwem 2 hablar de la Universidad se producen 10 opiniones distintas. Cada uno
e esa realidad prodigiosa que es la universidad de modo diferente. Las diferen-
" = seemtian todavia més si se trata de personas de diversa edad. La visién que
~ombre de veinte afios difiere de la de uno de setenta. El optimismo aumenta
«iad  Los jévenes piensan que todo estd mal y es urgente hacer reformas
w= Yo. que entré a la Preparatoria en 1930, he sido testigo del progreso sor-
wss de la Universidad. Ha producido muchas personas extraordinarias. Por
Sweos los conoceréis, observaba Jesis.
s “iem las palabras de Descartes, que usted me recordaba, confirman mi opinién
“asta ahora la razén humana sélo ha demostrado su tremendo poder...

&=

S s=ometrial

wed es fisica? Bien, incluya a la fisica.

s la astronomia, y a la quimica, y a la. .. biologia.

= = Toar Temme L e sndra no deseo discutir con usted. Simplemente platicar. No quiero con-
s orowe. = o s macie. Soy muy poco catequizador. Usted estd en su perfecto derecho de
oy el 8 eTOT

= Dixhos I Sl Sempre se vuelve uno tan intrasigente cuando envejece?

"+ == con mas claridad cuando envejece.
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— ;s Habla usted de la UNAM?

~ Empleo la palabra universidad para referirme a todas las universs
tro pais. Mads atin, pienso en instituciones que aunque no llevan e
hecho son universidades, pero simplemente, para fijar las ideas, me » _—

Universidad Nacional, que es ademds la que conozco mejor.

Creo que la Universidad tiene una misién de salvacion. Es la depossiass S8
ideas méas profundas que han surgido en las mejores mentes humanas. =
de la sabidurfa. Esta no es patrimonio particular de un pueblo, ums wws
oligarquia, sino de la humanidad. De la misma manera que aceptamas

la salud tenemos que aceptar el derecho al conocimiento.

Aplaudimos el esfuerzo del gobierno para que todos los nifios sepan %= S -
La escuela primaria ha llegado a ser obligatoria. Algin politico. confa
deseable con lo posible, ha pretendido que la secundaria sea obligatoria tes
aumenta el torrente de nifios que nacen, y el nimero de los que entras
v secundaria, necesariamente aumentara la demanda de educacion sups

demanda tendrd que satisfacerse en lo posible. Esto no significa que se

titulos ~utorizar a los incompetentes a causar graves danos.

Mire, Alejandra. En el temblor de 85 todos sentimos como una corres

que nos hizo sentir que formabamos parte de un todo, sin distincidn de pos serdo, Ale

o de cultura. Unos dias nos alenté esta solidaridad mégica que nos hizo = n

1= 3

propio el sufrimiento de los infortunados. Afloraron muchas cualidades






















PALABRAS DEL DR. ALBERTO BARAJAS

no se preocupen amigos mios: no me voy a ir, solo a levantar. Muchos anos
lar frente a un pizarron me han dejado un reflejo condicionado y va no puedo
zar mis pensamientos si no estoy de pie.
.ndo el Lic. Melgar me hizo el honor de invitarme a esta mesa redonda le
= no podia, lo mismo que a mi querido amigo Henrique Gonzalez Casanova.
& 1O me creyeron, 0 que mi espaiiol es deficiente, porque me enviaron esta
n donde aparezco como participante. Quizés fui muy laconico pues la vejez
nes que la juventud no comprende, como sé por experiencia directa. Lo que
iecir es que no puedo hablar de la Universidad tranquilamente. Envidio a estos
< de mesa que han disertado con tanta serenidad, cordura y objetividad.
ema me apasiona siempre. Se me acelera la circulacion de la sangre y tengo
sar multa por exceso de velocidad: me vienen pequenos mareos, imprede-

ncomodos. Ya en clase mis alumnos han notado que algo me pasa y

piensan que se me estan yendo las ideas. No, jovenes. Se me estan

jue me acompana desde mi juventud. En la Preparatoria aprendi que la
= Jizadora. integradora. No se es culto en fisica ni en msica, ni se llega
srender un poco o mucho de estos temas tan importantes. No es ese

electual que hace a algunas personas tan agradables en las reuniones
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En efecto, me gusté mucho el colegio; pero mi ventura se vio intermumae
el tremendo obispo José de Jestis Manriquez y Zarate se llevd al Sr We
fundar una escuela en...Huejutla. jHuejutla? ;Un pequenio pueblo sesiin
Huasteca? ;Qué locuras eran ésas? ;Irse cuando tanto bien estah
México? Me senti traicionado.

Por eso cuando supe que Victor habia nacido en Huejutla senti uzs =
dad. Seguramente que él tenia el pedazo de infancia que me hahia =
No, no recordaba ninguna escuela del imponente obispo Manriquez. 7
descubriendo que a los dos nos interesaban muchos temas fundamenta’ -
la geometria, la Universidad, México, la ciencia, la vida humana. Si e
las cosas de modos distintos. A los dos nos apasiona la geometria. mas = =
teoremas. A los dos nos preocupa el lengnaje, pero no tenemos la misms
él. Pongo un ejemplo. En su libro “Lineas en el Agua” el segundo poema »

mucho:

;Coémo te llamo, amiga
si tu ntmero telefénico
es una nube ahora?
. Cémo alerto el silencio de tu casa?
1 Cémo advierto los digitos

en el corredor de la noche?

& ok ok
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Tiendo trampas a los recuerdos:
Evoco
las veladas de Spring Street.
A punto de resucitar
te detienes en los linderos
y callas. ..
Tal vez el nimero —tn nimero—
es ahora una flor, una fragancia
algo ya muy distante de los niimeros:
Un ramito de hierba indiferente,
la llamada
que no escuché,

algo que ain no es nada.

[ reaccién es automéatica, quien escribe estos versos nos dice que el amor es

swersdo. sin decirlo. Son palabras de adoracién. Se le pueden dirigir a Dios. Asi:

Cdémo te llamo, Amigo,
si tu voz es la nube, es la flor,
la fragancia, el recuerdo?
(En cuél brizna de hierba has ocultado

los infinitos digitos secretos?
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Por Neumann supe lo importante que es el concepto de grafica

teoremas de que me habla y aprecio sus contribuciones personales. i

siguen obsesionando los problemas que me apasionaron en mi jus

le platico de algunas aplicaciones de la Geometria a la Teoria de los
escucha cortésmente, hace alguna observacién aguda, pero no traba
mis problemas. Creo que asi como se necesitan dos ojos para tener & s
profundidad, me ocurre con frecuencia que Victor contribuye con el pars
para ver mas hondamente ciertos objetos: la cultura, la ciencia. el amos
Hay en su poesia endecasilabos que se oyen aunque no se ven.

Otros pueden hablar con méas autoridad que yo sobre la importan

cientffica. Yo sé que él no ha aspirado nunca a los homenajes: pero sus

sentirfamos frustados si no le pedimos que acepte uno.




Obra Matematica del Dr. Barajas
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Como se sabe, la curvatura gaussiana satisface la ecuacién diferencia

02
PVG +KVG=0

07')
donde r y © son las coordenadas polares geodésicas. En este sistema. de =
- -
(K: curvatura gaussiana.)
El 4rea de un circulo geodésico, cuyo centro es el polo de cooedemmim

[ VG drde.

Por consiguiente, la primera hipétesis de nuestro teorema puede escr o

/ ’ / " V@drde = | /0) /G drde. =

De esta igualdad se concluye

\/G(To. ©p) = \/G'](To,(‘)o), 0<m<a -

Consideremos las dos geodésicas © = O, una en cada circulo.

En estas geodésicas se tiene:

VG i 0? \/ :
(,}7-1-11\/(?:0; +1\”/61=0

e \/“d‘/_ (K - K)VG & = 0 E

- (Vala‘/_ J?*a‘/_) = (K- K)}WG /Gy

/—0\/-

Gy T e
\/ Gl \/ZY; ( \/ 2. == /0 (I(I — K-)V/E \//G’l ,:iv"

or
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WG _ 'ﬂ
Vg Y0 - 1/(&—1& GGy dr.

G4 Gi

o VG 1 L T
o a/u (Ky — K)VG /G dr.

B~ Cue i; 1 en el polo y en (ro, ©p), % \/1_8_ = (0 para r =711, © = O,
/ (K7 — K) VG \/a dr=0 parar=r;; luego:
0

Ky =K parart="rs, 0<ry <r.

w curvaturas son iguales para los puntos
P(r,©0) y Pi(r2,00);

#+ \» segunda hip6tesis se expresa por la igualdad:

/02” Jéd@:/jﬁ JGrde.

\/G((l. @u) = \/Gl(a, 90)

weemo razonamiento anterior se concluye que las curvaturas son iguales en

P(rs,00) y Pi(rs,©0), 0<r<a.

wemeralizacién del teorema precedente es la que sigue: Si se tiene en el sis-

wrdenadas con origen en 0 una curva cerrada I' que encierra a 0 y cuya







SOBRE LOS PRIMOS DE LA FORMA np® + 1

- - ——— &

e g
E s demostré, de un modo muy ingenioso y muy sencillo, que en la pro-
e acemeética de los niimeros naturales 1,2,3... hay un nimero infinito de pri-
= = sizlos después, el gran Dirichlet demostrd, de un modo bastante menos
- » en toda progresién aritmética en que el primer término y la razén son

- : ~ R = = -
4 e =i existe un niimero infinito de primos. Con métodos elementales puede

208 RS, IRl
s =] teorema para progresiones que empiezan con 1, y en particular para
= ==e la razén es una potencia dada de un primo. Esto es: hay un nimero

srimos de la forma np® + 1.

E————
s s resultado ilumina, inesperadamente, otros teoremas de la teorfa de

2 T2 T

e Por ejemplo, el famoso que descubrié Fermat: fodo primo de la forma

« ' =uma de dos cuadrados. O el que utilizé Euler para demostrar que la

.= on nimeros enteros: todo primo de la forma 3n + 1 es de la forma

S+ ector que haya olvidado alguna de las definiciones o resultados mas usuales
s 2= los niimeros, los resumo a continuacion:
S mimeros a v b se llaman congruentes moédulo m;, si su diferencia es multiplo

s e B

181
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En la notacién que inventé Gauss: a = b(modm). Sia = b(modm e e =
entero e
a+r = b+a,
ar = bz. . E
S-s = o=

Si ¢ es primo con m,

ca=ch implica a=b(modm)

El méximo comiin divisor de a y b se indica asi: (a,b). Su menor mils -
ast: [a,b]. ™ =101

El méximo comun divisor de a y b se puede expresar como combinas = @ e e S
a y b con coeficientes enteros. D = o=

Es decir, si d = (a,b), d = Aa + Bb. En particular si @ y b son primos s S S

existen A y B tales que Aa + Bb = 1.
El indicador de m, ¢(m), la famosa funcién que definié Euler, es el =imwss S8
primos con m que no exceden a m.

Por ejemplo:
e()=1, 9@2)=1, e@B)=2  p4)=2

Si p es primo, w(p) =p — 1, (p™) =p™(p —1).
Si a y b son primos entre si, p(ab) = ¢(a)p(b).

¢(m) tiene esta propiedad muy importante descubierta por Euler:
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=< primo con m, ap!™ = 1 (modm).

reorema es una generalizacion del que habia encontrado Fermat:

a® =1 (modp),

8§ & primo con p, y P es primo.

== ]l menor exponente tal que
a’ =1 (modm),

wue a pertenece al exponente r, madulo m, y 7 es siempre un divisor de ¢(m).

——— v

iente ligada con ¢(m) hay otra funcién A(m) con la misma propiedad. Es

- = =1 (modm) si a es primo con m.

% wsribuye su definicién a E. Lucas. Carmichael introdujo el simbolo A(m), y
" sesultados muy interesantes. Algunos autores, Le Veque por ejemplo, le llaman
s cmmedl  wesenie universal de m. Se define asti:
AM2M) = ¢(2") sin=0,1,2.
e

2n
AQY) = “9(2) Gi—3 48

Ap") = ¢(p") sip es primo impar.
< un namero compuesto, digamos
— gngat oo T
m =270y P& -,

A(m) = menor multiplo comun de

M2, AP -+ AP,
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Se ve que en general A(m) < p(m).
Hasta aqui los preliminares.
El sugestivo teorema, objeto principal de esta nota, es el siguients

Si p® es una potencia dada de un primo, v py,ps...px Son primos e

SpEmoT s
np® + 1, la diferencia - ETE——
p®
(ppr---px)” — 1
contiene un factor primo pg;, de la misma forma, y distinto de p;.ps. -~ 2
S p=cro

Mas atn, el cociente

(ppr-..pe)p® —1
(pp1 - -’[)k)’PSI —1

contiene solamente factores primos de la forma np® + 1.

. 32 _ y ; . ;
Por ejemplo 333 = 11 , contienen s6lo primos de la forma n3% + 1.

Fl cociente es 757, que ya es un primo de la forma requerida: 757 = 5% - & =

Para el caso mas sencillo de primos np + 1, la clave de la demostracion == & = — p =
siguiente e s o
. : , e Som.ec |
Lema 1. Sia” = b"(modm), con (a,m) = 1, yd = (r,p(m)) resulie & 8
p s -z -
b (modm).
s Poceas
En particular si d = 1, a = b. En palabras, si las potencias de exponess -
congruentes, las bases son también congruentes cuando d = 1.
En efecto: = —
o - 5 w(m) (m) v - -
a" = b" implica a?r 4+ & = pA 4 B*™ para A y B arbitrarios e o= s

a?(m) = 1 = b?(m), por el teorema de Euler.
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wro lado si d = (r,¢(m)) existen enteros A y B tales que Ar + By(m) = d;
2 a® — b (mod m).

wsderemos ahora la diferencia a? — bP y pongamos a? — b? = M.

iremos a > by (a.b) = 1. Claro que si la diferencia de dos ntimeros es M

eros son congruentes modulo M:
a” = b? (mod M).

= primo con (M), por el lema 1, a = b(mod M).
ws aue a — b resulta miltiplo de a? — bP. Esto es absurdo, ya que a — b es
* — b7 Se concluye que p debe ser divisor de p(M).

OC

Si M = 7.0 g; = primo,

eM) = ¢ g —1)...q" g —1),

p = g;, 6 p divide a alguna diferencia g, — 1. O las dos cosas por
s primera posibilidad se puede evitar facilmente introduciendo el factor p

Sasomces M, que es primo con @, no contedra a p. Si contendra a un primo de

Pongamos @ = pp1Pa...Pr, b= 1.
@® —1=(ppps.. P —1=M=q}...q"

S M 2= primo con p, por el lema 1, p divide a alguna g,—1. Esto es, g, = np+1.
.. pg. son primos de la forma np+ 1, existe un factor primo de M, q,,

B e forma y diferente de py, .. . g
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Como por lo menos hay uno en la diferencia p? — 1, se concluye, por =

que hay una infinidad de primos de la forma np + 1.

La demostracién para el caso de primos de la forma np® + 1 es seme

conviene usar la funcion A(m) en lugar de p(m).

La clave es €l

Lema 2. §i a" = b"(modm), con (a,m) = 1 y d

Il
1

a® = b4 (modm).

La demostracion es idéntica a la del lema 1-

Pongamos d = Ar + BA(m). Como " = b" implica a7 =

a~BME = p=BM4 v como a) = b) = 1, también a~B* = B> = ]

a? = b? (mod m).
Pongamos ahora a" —b" = M con (a,b) =1y d = (r, \(M)).

De a” = b" (mod M) se infiere a* — b4 = 0 (mod M), lo cual es absurd

ya que a? —b? serfa divisor y no multiplo de a” —b" en ese caso. La tinica peos
es d =r. Esto dice que r es divisor de A\(M).

Si ponemos r = p®, @ — b?" = M, p® tiene que ser divisor de A(M ).

AM) = [A(g1™) - - Agz™)).
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r miiltiplo comtin de las A un factor primo tiene el maximo exponente

parece en alguna A, p* deberd ser factor de alguna A(g5”). Por lo que o

nien p® es divisor de g,—1. La primera posibilidad se evita introduciendo

- forzamos asf que p® sea divisor de g, — 1. Esto es, ¢; = np® + 1, sea

— 1. Estoes, g =np® + 1.

plo, si ponemos ¢ = pPpi...Pk, b = 1, a”" — 1 es primo con p y con
ntiene un factor primo de la forma np® + 1.

. son va primos de esa forma, la diferencia a® — 1 contiene un factor

<ma forma v distinto de los primeros. Esto equivale a decir que el niimero

. forma np® + 1 es infinito.

j

== virtud del lema 1, se ve que todos los factores primos de M que no

< , . . . n3—1 > 3
s np- + 1 estédn contenidos en la diferencia @~  — 1. Por consiguiente

(PP: .- -Pk)Pé =]
(Por.c.p)pFr—1

w o factores primos de la forma np® + 1, distintos de py, ... px. Hago notar

(pa)p®—1

—ELP —_ contiene sélo primos de la
(pa)p®=1-1

== ha demostrado mas, a saber

— 1. con a arbitraria.

s &= Eunclides. Sipy.po,...pr son primos de la forma 2n + 1,

(2p1...06)% —1

- =201 ...70 + 1
T

 — wtores primos de la forma 2n + 1, distintos de los primeros.
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Aplicaciones.

Los ntimeros NN, de la forma 22" 4 1, contienen como factores solamenss

la forma
[ R A B
w ar ke |
Claro, ya que 2¢° +1 = *—-.

Fstos mimeros les han interesado a los matemaéticos desde Fermat. gues
dicen, que todos los niimeros de esa forma eran primos.

Lo son para

r =4  Ny=6553T;

pero N5 = 4294967297 ya no es primo como encontré Euler al descomas
641 x 6 700417.
El primo 641 es de la forma n 2% + 1 = 10 X 64 + 1 de acuerdo con &l =
En el siglo pasado se descubrié el hecho sorprendente de que hay ==
numeros que tienen propiedades muy parecidas a las de los enteros. in
descomposicién 1inica en factores primos. Por ejemplo, los nimeros e
a+ bi, donde

t=af=1 y ay benteros
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~ = propiedad de que la suma de dos niimeros de esa forma es de la misma
= como su producto. La descomposicién en factores primos complejos es

= epto por factores triviales, es decir, las unidades 41, +4. De aqui se deduce
: : 2 o ; - b B g

= == —no lo voy a hacer— que si a y b son primos entre si, a* -+ 6* se descompone

o ooes primos reales que también son sumas de cuadrados.

L& clave estd en que a® + b? = (a + ib)(a — ib) y la descomposicién en factores

Bmmiesos es Unica).
r egemplo
Faf = B/=5%5=00%+1D(2"+1);
117 4+10° = 221 =13 x 17=(22+3%)(42 +1).

Smemes entonces que el cociente

a? -1 24 ;

— =a" - si a es par

o ) par,
e solo factores primos de la forma 4n+ 1, por el teorema demostrado; por otro
W s factores primos de a? + 1 son sumas de cuadrados. Como la descomposicién
W e es tinica, los primos de la forma 4n + 1 que aparecen en a® + 1 son sumas
e emeals ]

* m=w=s. dado un primo de la forma p = 4n + 1, siempre es posible encontrar un

S o, par, tal que a* = 1 (mod p). Es decir, p aparece como factor en a* —1 pero

=+ —1: por lo tanto, sera factor de a? +1 y por consiguiente suma de cuadrados.
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Anilogamente si w designa una raiz ciibica imaginaria de 1.

Los niimeros de la forma a + bw forman un conjunto cerrado
adicién y la multiplicacién. La descomposicién en nimeros primos
es tnica, excepto por los factores unitarios +1, +w, +w?. Como a* =
(a — w)(a — w?) se puede demostrar facilmente, que si a y b son primos

factores primos reales de un niimero de la forma a® 4+ ab-+b? son de esta ==

Ejemplo: 52 +5x3+3 =49 =7x7=(2+2+1)(2*+2+1

a2 + ab + b? se puede poner en la forma A% + 3B%

)

En efecto, a® +ab+ b* = ("—;”Y 3 (‘ﬁ)z = (Z"T")? +3 (

oo

2

—b

Si @ y b son impares, entonces 5= ¥ atb gon enteros. Si b es pas

2a-
““2'”" y £ son enteros.

entonces

Por lo tanto, los, factores primos de un numero de la forma a~ - -

a y b primos entre si, son de la forma A? + 3B2.

Conectando este resultado con nuestro teorema tenemos qus

— a? +a+ 1, si es primo con 3, sélo contiene primos de la forma -

a—1

otro lado, s6lo primos de la forma A%+ 3B?. Quiere decir que los primeos » =

que aparecen en este cociente, son de la forma p = A? 4 3B2. Reciprocan - o
un primo p = 3n + 1, siempre es posible encontrar un nimero a. mults -
que a® — 1 contiene a p, pero a — 1 no; por consiguiente aparece en a- — & = =

la forma A? + 3b2.
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=7, p—1=6.
1
un numero que pertenece al exponente 3mod 7. Vemos que, en efecto,
3= o i T 1. ;
— w0d7) pero 4 # 1; y que = es miiltiplo de 3.
50 lo he evitado en esta exposicién. No es necesario, pero prefiero hacerlo
W “u=oo ahora, pues, el inverso de 3 que es 5.
—. % #fecto 3 x5 = 1(mod 7). Entonces 4 =4 x 3 x 5 = 60. Como 60 es miltiplo
® = — no contendra a 3 y sélo primos de la forma 3n + 1, entre ellos 7.
— . G0P—1 _ 215999 _ _oppt _ poe
B0—1 = 59 —0661=2523x7.
wimos de la forma 3n + 1 son, pues, de la forma
A% +3B%
B— S
- _ 92 4 2 2 02 . 02 4 9 v o
=2+3%1%, 1B=1+3x2% 1= 1+3x8
. . . . i ad—b3
~ =oho curioso de que el polinomio ciclotémico “.—, tome valores enteros de la
e e < — 358°, sugiere que también “Z:‘g’“ serd de la forma A% + pB?. Esto es asi,
— B Sems = p es un primo de la forma 4n — 1. Si es de la forma 4n 4 1 el signo en el
— - mbro es menos: % = A? — pB?. Es decir, se tienen estas identidades
— - <
8 B3
- a’> —b
—— = 4243B?
a—b
————
a® — b "
—— = A?’-5B?

a—>b
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al —b"

= A*+7B°
a—b
E—
11 11
a —b . :
S . = MFelp A
a—2>b
T e r
2. = 4-138
a—b T
17 17
at"—b ; -
. IS RS i - - =
a—>b
e = =
23 23
a* —b o
———b— = A%+ 23B~, etc. o T
a4 —
¢ . . D T
Aqui A y B son polinomios en a y b, que toman valores enteros cuand
- e =
enteros.
’ o . 2 — "‘ 3
Los numeros de la forma A + By/Ep forman un conjunto cerraco com ==
. . . . - . .- 7 ’ . - ‘_\
adicién y multiplicacion; pero la descomposicion tnica en factores primos =
. . ’ e . . =T T -
tipo, no existe en general. Cuando es valida se tienen resultados analozoe &
expuse antes. B
R —_—
Por ejemplo: Todo primo de la forma 5n + 1 es de la forma A- — =2
T e

11=42-5x12 31=62-5x1%
Todo primo de la forma 7n + 1 es de la forma A2+ TB? Asi29=1"= .

43 =62+17 x 1% ‘
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7 Y LOS PRIMOS

mero 7 aparece con tanta frecuencia en las férmulas matematicas, que era de
- e su presencia en la teorfa de los niimeros. Sin embargo, no se ve a primera
enga que ver con los primos.
sugiere mi amigo Guillermo Torres, abordaré el tema diciendo como la cosa
a2 del mundo:

<ta de que la cuadratura del circulo es imposible, el niimero de primos es

4

tor le parece evidente esta afirmacién, puede suspender aqui la lectura de

- =2 Sino. lo invito a que considere el producto infinito:
3. D 7 11 17 19
4 4 8 12 16 2

smeradores son los primos impares en su orden natural.
. Jenominadores son los miltiplos de cuatro mas proximos a los numeradores
entes.
s palabras. Como los primos impares son congruentes a 1 6 a —1, moédulo
® sscribe el factor ]—’ﬂ si p es congruente a —1, y ;J_;—] si p es congruente a 1.
«en. este producto infinito es convergente, y converge a .
-mula compacta expreso el resultado asi:

p=00

g _
\ ptl
p=3 77‘7’(“‘1)15"

i
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Por ejemplo, el factor correspondiente a 5 es

5 5 5

5+(—1° 5-1 4

El correspondiente a 7
T 7 7
T+(-1)* 7+1 8’

Demostracion: Consideremos el desarrollo cldsico, en serie, de

Los denominadores son los enteros impares en su orden natural. Los semes =
— se alternan con una regla sencilla:

Si el denominador es un miltiplo de cuatro, mas uno, el signo es +. Si & Semas
nador es un miltiplo de cuatro, menos uno, el signo es —. 0 con el lenguaje <=
de las congruencias: el signo es + 6 — segun que el denominador valga 1 & — -
lo 4.

Ahora bien. todo nmimero impar es el producto de primos impares, v estos =i

+1 6 —1, médulo 4. Por lo tanto el niimero en cuestién valdrd +1 6 —1 sezom o
contenga un nimero par o impar de primos que valen —1.
Por ejemplo:
15 = 35=(-1)(+1)=-1, modulo 4;

45 = 5= (-1)3*+1)=1, médulo 4.

Consideremos ahora este producto infinito:

-ded-3) (ebedd ) (Do) (- f
3732 3 75 52 5 7 T2 11 112 - mpas. Est
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‘= un paréntesis los signos se alternan cuando el primo correspondiente

- ~on todos positivos cuando el primo correspondiente vale 1. Los productos
- son de la forma
+1 +1
PP W

entero n se puede expresar como producto de potencias de primos, de
. =odo, quiere decir que al multiplicar los paréntesis apareceran como productos
= reciprocos de todos los nlimeros impares, y sélo una vez. El signo sera

-
p— = =l numero de factores primos que valen —1, moédulo 4, es par. Negativo si
-

ro es impar. Esto es:

B F e . ) (1 L1 ) (1 % 3 )
l]— =4 =" - — —_—— == — e ) e
B € > = o 3 32 5 52 ? 72
- é g - | + 1 1 1 " 1 1 _w
: = 5 ¥ 8 118 16 4
wm1-1+4) =4 _§v0+1+ )_ L e B
. 32 — Wg =& 5 I3 4
s A<= % T - .
) r (71 —%-{-#—i—) :1731—,51 p=-+1 (mod 4);
$ —1 =i o
1
(l e ) . si p=—1(mod 4)
P p+1
L ™ 3 o5 7 11 13 17 19 23
1 4 4 8 12 12 16 20 24
0!
% = mamero de primos fuera finito, 7 resultaria racional y seria construible con

- mpas. Esto muestra que mi afirmacién inicial era, en efecto, obvia.




EL PROBLEMA DE APOLONIO
Y LA TRANSFORMACION DE LORENTZ

sUMEN.  Usando una representacién tridimensional del espacio de
towski, Barajas nos muestra la equivalencia entre dos problemas que
necen a campos muy diferentes. Para facilitar la lectura de este ar-
lo presentamos precedido de un didlogo entre el autor y nuestro
tor, Luis Estrada.
el articulo que usted me habia prometido y me gusté mucho. Hizo volar
dn hacia el mundo descubierto por la relatividad especial: el espacio-
iificil de comprender intuitivamente. Sin embargo. .. quiero decir. . . me
nivel de exposicion. . .
‘on frangueza brutal. Le parecié muy confuso.
1 yo tanto; pero su articulo utiliza sistemdlicarnente argumentos geo-
presuponen cierta habilidad en este tipo de razonamiento. Creo que a
0 se le da en la ensefianza la atencion que merece, y pienso que a
es el articulo les parecera dificil. En las primeras hojas, por ejemplo,
sted resume la geometria del espacio-tiempo, su exposicion me porece
neisa. Ademds, utiliza usted términos que supone conocidos del lector

a. sistemas de circulos coaziales, eje de homotecia.

Barajas es el presidente del Consejo Consultivo de la Comisién Nacional de Energia
rambién profesor de la Facultad de Ciencias de la UNAM y se ha dedicado a la geometria
2 gravitacion.
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Respecto a lo que usted decia del espacio lleno de esferas, quiero e
un conjunto de puntos no es un espacio geométrico sino hasta que =
distancia entre dos puntos. Esta distancia, llamada en relatividad
las cuatro coordenadas y basta para determinar la geometria del espa E
brimiento de este intervalo es lo esencial en la hazana de Einstein, Poincass o

v los demas cientificos a quienes se debe la relatividad especial.

Como usted dice la representacion es lo mas importante del articu

aplicarla a un problema clasico para que se vea su fuerza y cdmo puede wsars

E. Permitame preguntarle, ;por qué llama usted rectosferas a las lin - p

-
espacio-tiempo?

-

B. Creo que aqui hay una pequena confusion. Una rectdsfera es la s . -_ -
espacio tridimensional de una recta en cuatro dimensiones. Es una fa — - Lorenz:
con centros alineados y cuyos radios crecen al alejarse del centro de ¢ - < :
término rectésfera me parecié el mas natural para indicar la correspond = - TP
realidad lo que estoy dando es un diccionario para traducir el lengua - .

- S ¢ ST
dimensiones al de tres. Donde en cuatro se dice recta, en tres se dice rectis - 4 -
palabra punto se traduce por esfera.

;Noté nusted como se traducen los gjes al nuevo lenguaje? - =

E. Claro. Los ejes usuales se conservan y el eje del tiempo es una = - &S salif 3

esferas concéntricas, con centro en el origen.
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:en. Ofro objeto interesante del espacio-tiempo es la llamada linea de

-
- - & ma particula. El movimiento de una particula se describe en el espacio
- == ST 1Ina curva que nos cuenta la “historia de la particula”. La imagen
< T e | es una familia de esferas contenidas nunas dentro de otras. cuyos centros
» " =ctoria que la particula describe en el espacio usual. Si el movimiento es
= esferas son casi concéntricas para intervalos de tiempo no muy grandes.
= rectosferas correspondientes a los rayos de luz, son esferas tangentes
-
= de continuar con esta fascinante coleccion de seres geométricos quisiera
- -
transformacion de Lorentz. Desde el punto de vista de los fisicos, esta
- es la que permite relacionar las descripciones que dan diferentes obser-
. smo acontecimiento. En la geometrin del espacio-tiempo la transfor-
Tif e ‘2 es simplemente una rotacion. jPuede pensarse en algo semejanie
- = tacion de su articulo?
mente. En particular la lamada transformacion restringida convierte
= =
t en si mismo y conserva el intervalo. Por consiguiente es una rotacion.
e —
<t fue uno de los propésitos de mi articulo.
1 todos los que escribimos nos gustaria que nuestro esfuerzo les fuera
St a alguno de nuestros lectores lo sobrecogen las formulas, le recomendaré
- - sin remordimiento, y goce simplemente de la elocuencia misma de las

=
iz
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Lor=axxz ia< cartesianas usnales v ¢ 1a coordenada temporal. La métrica esta definida
B — -wmla de Pitdgoras excepto por un signo:
g —S—— R=r? 22—
E————— #srmula d es la “distancia” del acontecimiento (0,0,0,0) al (z,y, 2,t).
menos, que al principio no simpatiza, es precisamente el adecuado para
— - emtacion geométrica muy sugestiva de la distancia minkowskiana.

representemos al acontecimiento (x,9, z,t) por una esfera de radio ¢ y
- y.z) en el espacio euclidiano usual. Asf:
smangulo rectdngulo OCS,

p—— 082=0C*-CS? =2+’ + 2 -t =d"

« & == 12 longitud de la tangente llevada del origen a la esfera.

ote. la distancia entre dos acontecimientos (1, Y1, 21, 1) ¥ (2, Y2, 22, t2)

‘= 1a tangente comiin, coplana con la linea de los centros.

: (o= t1)2 = (@2 —m1)* + (W2 — 01)* + (22 — 21)* — (B2 — 1)’

“Ereus S
e & mismo signo, d es la longitud de la tangente externa. Si tienen

= la de la tangente interna. Como la coordenada t puede ser positiva
e darles un color a las esferas. Las esferas blancas tendrédn radio
ws mesras negativo. Por lo tanto, la distancia entre dos esferas del mismo
ud de la tangente externa; la de la tangente interna si una esfera es

cera  Si una esfera estd dentro de otra la distancia es imaginaria.

o - = < mula las esferas son tangentes.
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Las rectadsferas

Las ecuaciones de una recta en cuatro dimensiones son de la form

x = zo+ls

Yy = Yo+ms
z = zZy+mns
t = to+ps,

donde zg, Yy, 20, ty, son las coordenadas de un punto particular de la rec

milia de esferas con centros alineados y cuyos radios varfan linealmen:
familia de esferas con el mismo centro de homotecia para toda parejs

A tal familia le llamaré rectdsfera.

Los planédsferos
Con esta representacion, la imagen en s —el espacio euclidiano nsual
, g 3

en My, es un plandsfero. Este es una familia de esferas con centros

la propiedad de que dos esferas cualesquiera de la familia determinan
contenida en la familia.

Tres esferas determinan un plandsfero.

Hay dos tipos de planésteros. Espacialoides y temporaloides. En los = -
distancia entre dos esferas cualesquiera es real. Los temporaloides coss ~—

con distancia imaginaria.

Los primeros son de este tipo:




-

b
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nto de esferas tangentes a dos planos y con los centros coplanos. La inter-
‘s planos es el eje de homotecia de tres esferas cualesquiera del plandsfero.
siera corta al eje, excepto las de radio nulo situadas en el eje.
aicias de los centros al eje son proporcionales a los radios. Los tempo-
le este tipo:
= esferas cortan al eje comin de homotecia. También las distancias de los

son proporcionales a los radios.

feros

ente, la imagen en F3 de un vector en M, es un vectésfero. Si la mag-
es real, el vectdsfero es una familia de esferas tangentes a un cono.

s espacialoide.

enitud es imaginaria el vectosfero es temporaloide.

enitud es nula, como pasa para los rayos de luz, las esferas son tangentes

rmacién de Lorentz restringida

stormacion de coordenadas esta definida por las ecuaciones

G T — vt
1 — T
V1—1?
o t—wox
V11— ?
/
¥ = U
’71 2
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Fisicamente z.t,y, z, son las coordenadas de un acontecimiento e
v 2 NRTY 7T o T | . ] Y o A, g 4 o -
referencia y ', .1/, 2, las coordenadas del mismo acontecimiento en

referencia que se mueve con velocidad uniforme, v, con respecto al priz

Geométricamente diremos que el plandsfero z,t, se transforma en =
alrededor del origen y la esfera caracterizada por los nimeros .7, s¢ &=

la caracterizada por z',t'. Asi:

Como la distancia al origen se conserva en la transformacion las tanges
desde el origen a las dos esferas son iguales. Por cousiguiente éstas son o

una esfera de radio OT' y con centro en el origen.
Insisto.

Las esferas con centros en el eje de las = y ortogonales a una esfera =
centro en el origen, ticnen la propiedad de que una de ellas puede 1=
en otra cualquiera de la familia, con una transformacién de Lorentz. Ez

cualquiera de ellas se puede transformar en una esfera de radio nulo. Es

punto de abscisa 1.

El problema de los rayos de luz

Volviendo al problema que mencioné al principio. De tres puntos A B
tres rayos en los tiempos ty,ts,13. Si ponemos a los puntos en el plano d=
el rayo que sale de A queda representado por una familia de esferas tanz

que tiene por centro A y radio #;.

i

e— .
-_— SEe =T s
s = BN i
. ToeTSeY s
- & I =
- B TE2ZAd 34
- e las tres
Bl—— S A 5
-— s &N e AT
o S<S=Ta= T~
- o -
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o i —rvt‘
- Vv1—w?

t—wvx
V1—1?

se ve que:

. 1—v
L’+t’ — (\_’l'-{_f)Fl)
Ul
- l—v
r —t = (’I—f)ﬁ
1—uw
4+t = (z+1)k, k= —s
V1 =2
1
't = (z—t)—,
1 (2 )k

En palabras: la transformacion de Lorentz es equivalente a multipl
x + ¢ por un nimero y la diferencia z — ¢ por el reciproco de dicho niimes

En el dibujo z + ¢ y x — t son las abscisas de los puntos mas “alto”
de la circunferencia correspondiente.

Por consiguiente, si la circunferencia que pasa por los puntos L. M. N
diametro RS, la solucion buscada sera una circunferencia de diametr
condicién de que

HS' _AE HR A
HS AL - HR AL
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Los primos eiseniat

B osro. aquellos cuya

= wente, todo prim
= os conjugados

Beado de su conjuga

B escomposicion en f

sones del mismo 1

Bedes. Estas son =

% El problema

B aeesunta: dado um

pos numeros A

Figura Unica

-
1. Notacién y teoremas utilizados
Sean «, 3, 1 las raices ciibicas de 1. B Solucion de los
Estoes: o =33=1*=1,a*>=8,=a,a+5+1=0. = < d :
Los cuteros eisenianos son de la forma a + ba con a y b enteros « —~ - < CASOS

norma de a + ba se define asi:

I

N(a + ba) (a+ba)(a+b8) = a®> —ab+ b”.

N(AB) = N(A)N(B).
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~rimos eisenianos son, por mn lado, los primos racionales de la forma 35 —1

squellos cuya norma es un primo racional de la forma 35 + 1, 6 3. Reci-

!
t=. todo primo racional de la forma 3S + 1 se descompone en dos primos
T
: < conjugados. El primo 1 — a, cuya norma es 3, es el inico primo complejo,
—_
: ie su conjugado. Dos eisenianos son asociados si su cociente es una unidad.
L :
.
_ wwwemposicion en factores primos, es esencialmente tnica. Es decir, dos descom-
4 2 . ” 7 . .
—— w< del mismo nimero sélo pueden diferir en el orden de los factores, y en
- ¥ g < Estas son +a, +4, *+1.
- -
y £ problema

conra: dado un nidmero natural n, jde qué eisenianos es norma? Esto es:
e nimeros A existen tales que AA = n? Si N(A) = n, y N(¢) = 1,

- N(2)N(A) = N(A). Es decir, si n es norma de un entero, lo es trivial-

sus seis asociados; de aqui que en los calculos, que siguen aparezca un

Solucion de los casos basicos

< ®(n) al nimero de eisenianos cuya norma es n, es facil valuar ® en los

= 2, p=-1 (mod 3),
n = p5 p=1 (mod 3),

n = 3%
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el
1
™~

conjugado, solamente si e es par; por lo tanto, ®(p®) = 0, si e es impar

€ es par.

o .

En el segundo caso, p=7 - M pf=F - M- M T -T- T
\_*/ H—/

¢ factores e factores

En este caso los niimeros A, esencialmente distintos, son:

W

Hay, pues, 1 + e niimeros A. Por lo que ®(p®) = 6(1 + €).

En el tercer caso, como 3 = AA, con A y A conjugados y asociads
n=23=X\--X-A--X = 3% n es la norma, esencialmente, de un = » e g

A%; por lo que ®(3°¢) = 6.

4. Solucién general

Defino la funcién h(n) asi: h(n) =0,1,—1, segiin que n =0,1, —1 (mod 3

Se ve que h no sélo es multiplicativa sino totalmente multiplicativa

h(nm) = h(n)h(m).

Defino también F(n) = ¥ h(d).
din

Resulta

F(p*) = 14+14---+1=1+e, sip=1(mod3);
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~J

F(p¥) = 1-14+1—-1+-:-+1,
= 1, siees pary p= —1(mod3);

F(p®) = 0, sieesimpary p=—1(mod3).

== sabe. si h es multiplicativa F también lo es.

n. ®(n) es el mimero de representaciones de n como norma de un eise-
! niimero de representaciones “esencialmente distintas”, es decir, como

teros que no son asociados. Claramente, si m y n son primos entre si,

= es multiplicativa, y para las potencias de los primos racionales

usmos valores que F(n), por lo que (b(g_’e) = F(p°). Quiere decir que
n general.
®(n)
f,” = F(n) =Y h(d) = h(dy) + h(ds) + - - - + h(d,).
2 dlh
h(d) = 0 sid es miltiplo de 3;

h(d) = 1, sid=1(mod3);

h(d) = -1, sid= —1(mod3),

w =2 es igual al nimero de factores de n de la forma 3S + 1, menos el

Ia forma 35 — 1.
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5. Una aplicaciéon del teorema

En el plano complejo los eisenianos corresponden a los vértices de una ¢

por triangulos equiliteros. ®(n) es el niunero de vértices pertenecients

/

cunferencia de radio /7. El nimero total de puntos contenidos en wus
oy ) . : 4 >
radio R, con R* entero racional, es aproximadamente el nimero de ron

1, contenidos en el circulo. De otro modo: el drea del circulo es aproxim

ntmero de vértices contenidos en el circulo, incluyendo el contorno. por =

rombo unitario. (Ver figura)

n=R? ﬁ
TR~ | Y @(n)| —, (®(0) = 1). F = —_—
2 ’ s
n=0
Al hacer este calculo vemos que un entero positivo d, aparece como factor == S
los niimeros n que son miltiplos de d iguales o menores que R?. Por cada s
se cuenta 1 6 —1 segiin que d = 1, 6 d = —1(mod 3). Los miltiplos de 3 = -

en consideracion.

2 /7
yrv—hm%(["’—'] —) ¥2 R oo0.
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Lunes 13:00 horas . . . jo quizds viernes?

RiTA ZUAZUA

Con carino para Don Alberto

= de algunos meses de mi llegada al Instituto de Matematicas de la UNAM

1 de lugar (1991), me di cuenta de que tres veces por semana, de una a tres

se realizaba una tertulia de lo mas interesante en la llamada, sala del café.

.. criticaban y satirizaban los temas mas sorpresivos e inimaginables. Se

menzar con la situacion politica del pais, para terminar con la tortuosa vida

K halo. después de haber recorrido los caminos que llevaban al campeonato

_« e fatbol. la energia del nopal, o los problemas de lenguaje del mexicano,
nar solamente algunos.

<= platicas participaban activamente algunos miembros del instituto, desta-

w=iendo de manera casi religiosa nuestros queridos Victor Neumann y Don

= las anéedotas que habia escuchado de esta sinigual pareja, habia una
~resionaba enormemente: saber que Don Alberto habia discutido personal-

< tocavo el gran Albert Einstein. Finalmente, un dia, venciendo toda mi

Barajas nunca creyd que tal objeto existiera) me atrevi a preguntar si

~a era verdad. Ese fue el comienzo de una larga amistad con el Dr. Barajas

. ==wvo viva hasta sus ultimos dias.

221
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Hubo varios motivos para escribir el siguiente pequeno articulo. la
la iniciativa de Victor de recopilar en un libro varios de los discursos
Dr. Barajas, asi como sus publicaciones matematicas. También sentia
curiosidad acerca del interés actual del Dr. Barajas por las matemsdticas

lo mé4s importante, el deseo del Doctor de discutir con alguien sus ideas 3

las, afinarlas y escribirlas como parte del libro. Es asi como nace el presess

con reuniones semanales durante varios anos, donde el Dr. Barajas ms
resultados y dudas, algunas ain sin resolver, lo que en muchas ocasiones
largas discusiones por mi incredulidad ante sus afirmaciones tan categor
valieron el titulo de Santa Tomasa.

Las ideas fundamentales son del Dr. Barajas, mi aportacion consist

otro modo no serian posibles, asi como disenar la estructura, redaccidon v pre

general del articulo (Lamentablemente, el Dr. Barajas no pudo ver la verss

mismo. )

Quiero agradecer a Don Alberto la oportunidad que me dio de trabajas

asi como las gratas platicas y momentos de la vida diaria que compartim

lugar a dudas, enriquecieron mi visién del mundo.

- A CRI
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=
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L'NA CRIBA PARA LOS PRIMOS DE LA FORMA z?% + 1
ALBERTO BARAJAS Y RITA ZUAZUA

Sesumen. En este articulo, se da una caracterizacion de todos los nime-
s 5 :

mpuestos de la forma z°+ 1, y se presenta una criba para encontrar

o= primos de la misma forma en un intervalo dado.

ocion
1jo. estudiamos los nimeros de la forma 2 + 1 con z un entero. La
para este trabajo fue la siguiente conjetura que aparece en el libro de
Existe una infinidad de niimeros primos de la forma 2% + 1.
<:zado mas fuerte que conocemos en relacion a la conjetura previa es el
niec 2], donde demuestra que si G(z) = az® + bz + ¢ es un polinomio
na>0yc=1mod2, entonces existe una infinidad de enteros z tal
te=ne a lo més dos factores primos.
estd organizado como sigue: En la primera seccidn recordamos algunos
s clasicos sobre los niimeros gaussianos y fijamos nuestra notacion. En la
s seccion determinamos todos los niimeros compuestos de la forma 22 + 1. En
secrion damos una criba para encontrar todos los niimeros primos de la
— 1. Concluimeos el trabajo con una conjetura y comentarios finales.
- < similares a los aqui presentados para los niimeros primos de la forma
~ 17 pueden verse en [4] .

223
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1. Notacién y terminologia
Es conocido que —1 es un residuo cuadratico del primo 2, y de los p=
forma 4n + 1. Es decir, la ecuacién 2> = —1 mod p tiene solucion si ¥ =

p=4n+ 1.

Por lo tanto, todos los factores primos de los numeros de la forms
nimero primo 2 o nitmeros primos de la forma 4n + 1.

Los enteros gaussianos son los mimeros de la forma a + bi donde a8
nimero gaussiano puede descomponerse en forma unica en primos gamss
unidades). Sip=4n+1= a? + b = (a+ bi)(a — bi), tenemos que p o =
gaussiano. El primo 2 también satisface la condicién anterior, 2 = I =
los primos de la forma p = 4n — 1 son primos gaussianos.

Recordemos que si z = a + bi y la norma de 2z, N (2) = 2%, s w

entonces z es un primo gaussiano.

Lema. Sea z = a + bi con (a,b) = 1. Entonces existe una infinidad

z de la forma n + 1.

Demostracién: Supongamos que z = a + bi con (a,b) = 1 entonces

2(z + yi) = (a + bi)(z + yi) = (az — by) + (ay + bz

Como (a,b)=1, la ecuacién ay+bzr=1 tiene solucion. Entonces a(y+ kb -

para k € Z es también una solucién. Por lo tanto, existe una infinidad = =
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rticular si 2 = a + b es un primo gaussiano entonces el lema anterior se

si 7+ es un primo gaussiano, entonces x% + 1 es un primo, por lo tanto
. de demostrar que existe una infinidad de primos de la forma z* + 1 es

‘e a demostrar que existe una infinidad de primos gaussianos de la forma

»=4m+1=(a+bi)(a—bi) un primo y supongamos que z?+41=(z+i)(x—1)=0

!

-

s

Extonces los miltiplos de los primos gaussianos a + bi y @ — bi de la forma

los niimeros gaussianos de la forma (z+ Ap) +1y (—z + Ap) +i con A € Z.
_en el intervalo [1 +i,p+ 4] hay tnicamente dos de tales multiplos de p,

iy (p—x)+ 1.

i6n: Sea z € N tal que 22 + 1 es un nimero primo. Diremos que z es un

3

itivo.

wn: Seap =26 p=4n+ 1 un mimero primo. Decimos que 5 es un multivo

< +~1 =0 modp. Es decir, s = z + \p para algin X\ € Z, donde z es una

la ecuacién 2° = —1 mod p.

= que cualquier multivo de p es un elemento de orden 4 mod p para p > 2

meTos impares para p = 2.

Sea < un entero positivo que no es primitivo. Entonces > +1 tiene un divisor
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Demostracidn: Si s no es primitivo, entonces s>+ 1 = pA donde pes e = e moiva -
en la factorizacién de s* + 1= N. R ——
Como p es minimo, p < VN =s+adonde 0 < o < 1. Esto es p < s T i i 7L O
p < s (observe que s no puede dividir a s* 4+ 1). O . £
2. Numeros compuestos de la forma 22 + 1 2
o 5 ; ; - B crba pa
Observe que si 2 + 1 es un primo entonces =1 6 x es un numero pas e
- — - - -
Teorema. Sea n € N un nimero par. Entonces n es un primitivo s -
existen dos enteros positivos T,y tales que n = x+y y zy = z(2+1 ' =
Demostracion: = Si n no es un numero primitivo entonces, n + i no &= - .
gaussiano, por lo tanto
n+1i=(a—bi)(z+yi) = (ax + by) + (ay — bz)i. E ) Les
Esto es, n = az + by y 1 = ay — bx. Entonces ay y bz son consecutivos
b B

(az)(by) = z(z + 1). Ademds, ax y by son mimeros positivos pares porgue s

su producto son numeros positivos pares. - 1
4+ Supdngase que n es un nimero par tal que existen enteros positives - tnc o Sen
n=r-+yyay = Z(z + 1). Entonces = Lm0, O>ea
A 3 , =-1
(p—z)p—y)=p"—nu+2(z+1)=0

ocurre con 4 € {x,y} y es equivalente a

42 —dnp+n® —n’ +42(2+1) =0,
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== ica que 2 + 1 = (21 — n)? + (22 + 1)%. Como 2z + 1 es diferente de =1

s que n? + 1 no es un primo, por lo tanto 7 no es un niunero primitivo.

— r g 7). O
mplo, el primer mimero par que no es primitivo es el 8 = 2 + 6 con
- =3 X4
. aa criba para los mimeros primos de la forma 22+ 1
T s por pg = 2,p1 = 5, ..., pr = el k-ésimo mimero primo de la forma 4n + 1.
- -
adere el intervalo E = [1,pg] para k =0,1,..., y cribe sucesivamente:
- -
s multivos de py = -
e -
_ iltivos de Pi = 5
s multivos de pg.
v ~=mos a este proceso la criba completa.
Weena. Sea E = [1,pr] ¥ s < px tal que s es un sobreviviente después de hacer
- vleta. Entonces s es un primitivo.
E 3 S Supongamos que § no es un primitivo. Entonces s> 4+ 1 no es un
e oo, Sea ¢ el divisor primo minimo de 52 + 1. Entonces ¢ < s.
< =—1 mod g, por lo tanto g=2 6 ¢g=4n + 1. La ecuacién z?=—-1 modgq
- o v s = 2?2 modgq. Por lo tanto, (s> —2%) = (s — z)(s +2) = 0 mod ¢.
= <g|s—xbq|s+zys==zmodgds=—zmodg. Por lo tanto, s es

- - ‘= 4. lo cual es una contradiccién; por lo que s es un primitivo. U
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Observe que después de completar la criba para py, los niimeros primé
que pi son los sobrevivientes en el intervalo E = [1, p] junto con los nim

quez*+1=pparaalginp<pp, p=256p=4m+ 1.
4. Comentarios finales y una conjetura

Observemos que por la criba completa, para demostrar la conjeturs
suficiente probar que para todo k existe al menos un sobrevivients
valo F' = [1, px] . Conocemos exactamente el niimero de sobrevivientes e=

lo I = [1,ps!!] donde pg!! = pop1...pk. Esto es, (3)(11)...(px — 2).
supuesto, para k£ = 0 donde py = 2 y la respuesta es uno. Sin embarec
demostrar que al menos uno de estos sobrevivientes esta en el intervalo & =

Finalizamos con la siguiente conjetura.

Conjetura. Después de realizar la criba para cualquier k = 0,1, ..., ¢l pr

vwmente es primitivo.

Queremos agradecer sinceramente a Carlos Hernédndez Garciadiego. Frusoms
Larrién y Victor Neumann-Lara por su ayuda y comentarios. Los antores -
cen también a Florian Luca por su invaluable ayuda en la revisién de la vers -

de este trabajo.
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PREFACIO

Se habla en esie irabajo de la sransformacidn de los puntos de
wn espacio iridimensiondl y euclideo E, em los circuloi de un pla-
wo TT. 8¢ efectsia la fmmfomaridu atilizando la pacidn de poten-

cia de dos circunferencias.

La tabla siguienie, que se explica por si misma, le dard
a usted una idea de los resuliados esenciales,

Objeto on E.

Punto.

Puntos de una cierta cufdei-
e S.

Plano polar, con respecto 2
S, de un punto M.

Recta.

Polar de la anterior
respecto a S.

Recta tangente. a S.

Transformacién proyectiva
mds gencral que deja 3 S
mvariante.

Perspectiva.

Su transformado en il
Circulo.

Puntos.

Familia de cireulos ortogons-
les al transformado de M.

Sistema coaxial. 'y

Sistema conjugado del ante-
nor.

Haz de circulos tangentes.

Transformacion circalar més
general.

Inversion.

Quiero dar las gracias, piiblicamente, & todos mis maesiros.

A tos sedores sinadales Dr. ALPoNs0 NArores GANDARA, DR.
CarrLos GRAEF ¢ Inc. Bruno MASCANZONI, hago presente mi es-
pecial agradecimiento porgue iuvieron la gemiilena de aprobar esta
tesis, @ pesar de haberla leido. Su benevolencia me otorgard, espero,
el grato titdlo de Maesiro en Ciencias Matemdticas.

Agosto de 1942.

A. B. C.



SCULEAD DR umss
Biblieiens

Invariantes Proyectivos en las
Transformaciones Circulares

CAPITUILO PRIMERQO

DEFINICIONES

% Coordenadas del circulo.

En una geomerria del punto, los puntes quedsn definidos por sus co-
ienadss y los lugares de puntos por ecuaciones. En una gmnutria en gue
B semento fundamesral sea ¢l circuio, cada circulo estard caracterizado
W= = coordenadas y las familias de ciroules que cumplen depeeminados
Wegeeitos, por ccuaciomes, Bl primer problema que se presenta, por lo
e, en una geometria del drculo, ez el de asignarles coordenadas 2 los
emios. Consideremos el conjunto de citcunferencias del plano cuya ecua-
M oz coordenadaz rectangulares tiene la forma

X+ v+ 2ax+ 2by + c=10

e 2, b, c, son tres nummeros reales cnalesguiera. Este conjunto cons-
Wmpe une minltiplicidad de tres dimensiones, Se puede, pues, establecer
== au-eq:ondendn biznivocs entre los elementos de] conjunto y lax ternas
Smmmadas de nfumeros reales. Los tres nimeros correspondientes 2 cada
Whmento scran sus ocordenadas.  Asi, pueden utilizarse como coordenadas
-bmmametmsa, byc Lanotacidn Kf{a, b, ¢) indicard cpefnar»
mseceacia K ctiene por coordenadas las tres constantes de la ecuacidn
= 4+ 2ax } Zby + c=0

1



Eetas coordenadas tienen la desvonusja de 0o represucac magaisads e =z

de la misme especie: a y b representan distancias, ¢ un frea ax e & — &
SUGESLIVO TOEART COMO de una cicoumferencia sus - e .
gecto a tres circomferencias arbitraciss que serviedn de sistema de sefems. S -
cis. A esss tres potenciss les flamo coordenades potenciales. r—

2. Potencia de dos circunfersncias.

Sean K, y K, dos circumferencias exveriores de traza real Le Tome
potencia de K; y Ky & bien potendia de K, respecto a K, 6 de Ko =
peczo a K;, al promedio de los coadrados de las cangentes comunes. Tl
caré esta potancin con el simbolo KK,

A = s —

o 3

A& Obtexcié

= de su

-t | — = h‘.‘

pero T==OF ; T°=0p =00 —OF =d— (r,-—22" o de K o
t==0,S ; t’-r-OF"“O_E"—a;gt=d’—(g,-{ , 1

s KR =220 D) e (7 4 ) | |

Le potencia de K; ¥ Ky s igual of cuadvedo de la distancia de los contom
mencs ls suma de los cuadvados de lox radios.

2




—a & Expresién de la potencia de dos circunferencias en fun~
rg® — cién de los parametros de sus ecuaciones.

e Sean las circunferencias K, (a4, br, €1) y Kalan by, <)

Ki : +y¥+2ax+4+2y+a=0
Kz : ¥4 ¥ 4+ 2ax + Zbuy - ¢ =0
(x+a)* | g4+b)*=a+b* -
(xt+a)® | g4 ba)? =a by’ —c2
N O (—lh'—b.)
Op {—as—Dba)
et =g byt —oy
ra’ == ag® = bs? = oy
& == (a; — 3.)" 4 (by —by)*
= (8, —2)* 4 by —by)* —af—b" +a —a"—h' |
= KK = —288; — 2bsby - ¢, + co

4 Obtencién de la ecuacién cartesiana de mn circulo a par-
tir de sus coordenndas potenciales.

Sesn K,, K., K;, tres circunferencias cualesquitta y u, v, w, las po-
— s .y " s d= K respecto a ellas. Se tiene por (1)
KK‘—n—-—ha.—-be;-l—c—-l—c‘
— 4 9" KX — v —= — 223, — 2bb; + ¢ 4 <5
KK =wr——2Zm, — by +c+ g
—2a—=2bbt c=u-—c
¢ 2 = =y o 22.2a—2b0b - c= v —c.
—Zaa—~ bt c—w—a

3




u—ue¢, by : |
Y —€x bz  §
W—Cs b3 1
a=—=—
2 2y b1 1
a2 b 1
By ba 1
ay t—G 1
asz Y iy i
az w—cg 1
{2} b— —
2|a by 1
au ba i
ag bg I
’ — "’ -
a 212 u—<&
22 v — s
ay by w—oca -
e =
a4 f)‘ 1 “ h
:: gj : e =l y o
) o= formes S
Se ve que a, b, ¢, resultan funciones lineales de u, v, w. mlies sgdo, cos
Seda odewemi
a== o4 v | Faw4 Xy
(3} b= P+ Bw+ Baw + B,
e= yu+ v+ YW+ T i Syeecit
ciba de
5. Angulo que forman dos circunferencias. K. Ko K
mcs. P
Si K; y K, son dos circunferencias de contorng real que se corsas, = o ’ ’
dice que forman un dngulo igual al que hay que hacer girar una Je =l
alrededor de uno de los puntos de interseccién para que gueden tangeees Pla, b
exteriormente. Se comsiderarin sdlo dngulos menores en valor absels
que 7. En la figura el dogolo que forman Ky y Ko es o 6 — =. A
que ¢l dngulo no queda determinado univocamente, su coseno 3i y oo (3

4




= w o -
S E T
i g
2y o
s —=_ S

& =1+ 5" — 203ty 008 Loan=;x'+fa'+2nh“ o

. A e—rt ey KK
» e o0 == PN g
N e 250 p 1

Cuando lss circunferencias no cumplan Iss dos condiciones: tener con-
o teal y cortaree, of quebrado K,Ks/rirs define el coseno del dngulo
e formen. Si la potencis K\K; es distinta de cero y algone de los
snlios sulo, cos o no tiene sentido.  Si la potencia tambifn es nula, cos
meda indeteeminado..

% Expresitn de la potencia de dos circunferencias en fun-
ciéa de sus coordenadas inles. .
K. K, K, son las tres circunferenciss que forman el sistema de re-

Bemca P y Q dos circunferencias cualesquicss cuyas coordenadas po-
mmcales valen respectivamente U, Vi, Wy ¥ U vy, Wi esto es:

P(ag by &) = Plu;, vy wi); (2 be &) =Q(us vs wa)
PQ = — 2u;8, — 2oy + & + ¢
yeee (2)



Hy— ) bx I Uy —¢ bl
¥y = £a ig,; 1 Va==c¢s bo 1
Wy —¢€y by 1 Wy —c¢s b
PQ —— .
2 ay bl 1 24 b 1
az . I &y by 1
s by Ry b, 1 g

a wy—og ! Ry VWy——gry 1
2 Vi—c¢ | 8 vea—e I
1 i

dn Wy —C; .1 Ay Wa—¢y 1
2 2 b’ l ‘j, bl
ay ba 1l e by 1
] bn 1 ay bU 1 \\
ap bi Wy =& Sy b; Us — €3 rd w
Ay bﬂ Vi 7 Hn ’ h Vz—C
a3 by w—c; ag b w.—¢y Sexm Oy, C
+ -+ =l A, B
ay 'b1 1 A b: 1 S — & ol
a3 b2 L ay bg f R, S—
a: by 1 a b 1 s, B fa
‘ - sogeswa b
Evidentemente PQ no depende del sistemns de teferencia cortesiono 2 que , o
estan referidas X;, Ky, Ky St comamos como nueve origen de coen
denadas el eentro radical de Ky, Ky y K, ee tlone ¢y ==c; —= ¢, =—h,
41 b; 1| -
Pooiendo A== 1la b 1] resola: -
ag b_‘. 1 h P = eu
Sercesadas PO
Wi }J| ¢ Ua b( 1 1 4y 1, i R Us :!m' ?.-’9?&;43
pQ X s g i bQ 1]+ ¥a b'.: % e EE a; vy, 1o 2y v = 1 ." -4
zﬁ Wi bz 1 Wa Ih 1 2 iix W, l 2 we | g -*"3-:‘_4
sumeny coapco
= caso O
8 b, wu a by u P —
+-:S g b w4 +'i as b, \';1--2!1 :';q""
a8y b wy 2z« by wy =S G
L = =
6
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2 Expresion vectorial de la potencia.

Sean Oy, Oy, Oy los centros de los circulos de referencia. O su centro
wieal A, B, C, los tres vectores que forman el tridngule O;0.04:
— 4rea del trigngule 000, 5. —drea de OC,0,, S;==adrea de
D0, S—area de 0,0:0; vy b Ia potencia de O tespecto a los tres

peedos Es facil ver que la potencia de PQ puede escribirse entonces en
S sugestiva forma:

L 4
- PQ — -é—si (U,A + U,B + ch} . (U:A + V-_»B + WQ(,})

(uy 4 va) 8 + (vi 1 v}S: + {wi + wa) Sy ok
S

Dheds 2si expresada [a potencia de dos circunferencias en funcién de sus
mwrdenadas potenciales y de constantes que sélo tienen que ver con el ta-
smeie v posicién relativa de los circulos de referencia, independientemente
@ sstema de coordenadas cartesianas,

s formula. anterior permite caleular ficilmente la distancia entre dos
semess cuando se conacen sus distandias a los vértices de un rridngulo dado.
B e caso O es el centro del circulo circunscrito.

Para que la expresioh que da el valor de PQ tenga sentido sc necesita
e == 0: es decir, los centros de los circulos de referencia deben no estar

PSR

+

7



FACULTAD DE CIRNCIA
Bibhllotaea

CAPITULO 11

TRANSFORMACION DE LOS PUNTOS DEL ESPACIO
EN CIRCULOS DEL PLANO

i. Transformaciéon de una recta.

Puesto que los cizculos reales del plano se pueden hacer correspomdes
biunivoramente a las ternas de niuneros reales, también serd posible sem
blecer una correspondencia biunivoca enere dichos circulos y los puntes s
les del espacio (puntos de coordenadas cartesianas reales). Uine de hm
modos mds simples de efectuar esta correspondencia es &ste: 3 un circule oo
coordenadas potenciales u, v, w, le va a corresponder un punto de coccde
nadas x, y, z siendeo u—3x v—y, w—z BEs decir K (x 5 2z} =
M (x, y, z). Diremos que K es of transformado de M y viceversa

Veamos en qué figura se transforma una recta del espacio. =
1, Ma, My, tres puntos cualesguiera, distingos, de la recta. Por esta= ks
tres puntos alineados, existen tres constantes no todas nulas e satisiaoes
cstas condiciones:

-

K, x. + ByXy + kyxy, = = kix; =0
ko 4+ by + K =2 kiyy =0
kyzy 4 bz, 4 kizg =23 kizy =10

1‘:I+k2 ‘+‘ks=2 L'l :(]

..-\-I (x,,}’;,zl) s K, [x;,y-_,m} et K{r:-?-u_.bl,f."_\.' 1= !,2,3
Pero por (3) '
A == X 4 H ¥ 4 oz 4 a2y
b = fixy -+ By 4+ Bz -+ B
e = ’{12;‘ + ?EF’ + \|’°.2“ + ","4

8

-_— aearwec>

P b == 4

S =—odac




l escaco. Se=m
- Phae ==
- — N

Multiplicande pot ky y sumando con tespecto al indice i, se obtiene
T kg = o, Bkix; 4+ Bk ¥ 4 2Rzt o Bk =0
2 kb= B,3kix; + B2k ¥y ﬁ;‘zkm-{— B.Zk; —0
Y kici— Hadkix; + v2K 4 ViK%t yeuk; =0

fag ecuaciones

x* + ¥ 4+ 2a;x + 2byy + ¢, =0

© + 7 + Zasx + 2y + co =10

x* + ¥ + 2amx |- 2byy + & =10
e linealmente dependientes, puesto que existen tres constantes ki, tales que

Thkay=2 kb =3 kie; =2 Ik, =

s es un tesultado bien conocido que si tres scuaciones de la forma
& L v? 4 Zax + 2by + ¢ =90 son linealmente dependientes, los circu-
ks que esas ires ecuaciones tepresentan tienen ¢l mismo eje radical. Te-
semos, pues: Una recta del espacio se transforma en una familia de circulos
."_a!“!ef.

2 Transformacién de un plano.

Vimos que la potencia de dos civcunferencias Py Q de radios
% ¥ r: respectivamente vale:
PQ—d* — (n" + r2")
Pp — — 2!’12
QQ‘—t —t 21‘52
Ber lo tanto (4) se puede escribir en esta forma:
. i e T
VPP VQQ
S introducimoes coordenadas homogéneas i, Xz, ¥, x4 definidas por las

- %3 £&:

Xz

X —
X4
.
X3
X3

Z —
X



la (3) toma esta forma:
31, X_;_;{_I

@) M= %

donde x;, %3, X3, x4 son las coordenadas homogéneas de P y vy, y= ¥ P

las de Q

L ] — 15293:4

. i Aig KiYj
®) Y
Vai XX Vahys

a;y iy, significa como es costumbre X a, %y, donde i vy | ==
tian desde 1 hasta 4.

Si P es una circunferencia de tadio nulo PPg=0=ai: xx, . &
decir, todos los puntos del plano de los circulos satisfacen la ecuacice
(9) g xxy; =0

Por consiguiente sus transformados pertenecerdn a la cuddrica S oo
ccuacion en.cocordenadas cartesianas homogéneas es:

Byy X.x3g =0
Sea N{y; ¥. y: y4) un pumte cualquicra del espacio. La ecoacss
de su plano polar respecto a S es
(10} a; xy, =10
donde [as x, son Jas coordemadas wariables de un punte M del plass
polar.
Sea Q la circunferencia correspondiente de N y P la de M.

Segin (8)
3 XY
o8 O =— d ,}‘-'—
Vaxax; \Vay)
pero como  z;;%;y; — 0 resulta
<Os Lo d =O
Esto es:

Los puntos de un plano en el espacio, se fransforman en circunfences
oriogondles a cierta circunferencia. Esta circunferencia es la transformads
del polo de dicho plano respecte a la cuddrica .

En particular se ve que un plano tangente 2 S se transforma =
uha familia de circulos concucrentes. El punmto de concurso es el wams
formado del punto de tangencia del plano con S.

Los puntos de una seccidn plana de la cuddrica S se transformas

en puntos de un circulo,
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CAPITULO 111

LUGARES DE CIROULOS

2. Circulos ortogonales a dos cirenlos dados.

Las conclusiones sstablecidas en el capitulo enterior nos permiten re-
wiwer de un modo muy simple los problemas que siguen:

#Cuil cs el lugar de los circulos que cortan ortogonalmente a dos
giecuios dados?

Tomamos a Jos drculos dades K, y Ko coma dos de los circulos
& cferencia. Sea K el circulo variable -ortogonal a las otros dos. Bs
decr x—0, y-—0. Bstas ecuaciones definen una recra R en el -espe-
s por consiguiente el lugar buscado es wna familia de civenlos coaxiales.

2 Sistemas conjugados.

Ademis, los planca polaress de los puneas de R pasan por una cier-
= mca B, (Llamaremos 3 R’ la polar de K). Las circunferencias
suasaformadas de los puntos de R’ serin ortogonales, por lo tanto, 2 las
memsformadas de los puntos de R. Quicre decir que K. y K; definen
e familia de circulos coaxiales, cada uno de los cuales es ortogonal a los
& la familia de circulos ortogonales 2 K, ¥y K,. Estas dos familias
g cireulos, llamadas como sz sabe, sistemas conjugados, tienen por corres

semdientes, pues, dos rectas polares.

3 Lugar de los circulos que cortan & tres circunferencias
dadas bajo el mismo angulo.
Tomemos como sistems de referencia las docunferencias dadas. Sean
: e y Tz sus radios respectivos; 2 el radio de la creunferencia mo-
K

11



; % ¥ . :
B aduice SRR N Y
2ty 21rs 21z

3

. x ¢ X =z
o bien = =t
y T z s

Estas son las ecuaciones de una recta en el espacio, ¢ las de == = me

de cireulos coaxiales en el plano,

4. Generalizacién del problema anterior.

Se puede generalizar ¢f resultada anterior imponifndole 2 K &
dicién. de que corte a los circulos dados bajo dngulos cuyos cosemss sl
en una relacidn constante. Llamando o, fi, ¥ a dichos ingules & =
dicion es:

5]
cos o cosp cosY i
) ;) Qo = —— — —
cos(h CosY cos o mn
I y %
0 5¢a Pl gk P R TR — %
1y " tre Ira  rts
X z , : .
o const. o == const. Eenaciones de un sistema coaxial.

5. Circunferencias tangentes a dos dadas.

Las circunferencias que cortan 2 dos circunferencias dadas hajs ampe
los cuyos cosenos estdn en una selacidn constante, son orcogorales 2 s
circunferencia.
X Y cos . g W
Bn efecro,—— :-—=—==""" __ es equivalente 3 la scuacién - —
4 &) I'To cos J
En el espacio la ecuacidn representa un plano, en el plano uvna famiia &
circulos ortogonales a cierta circunferencia,

> - - -
Corolario: las circunferencias tangenfes exteriormente a dos o
los dados son ortogondles a cierto circslo. Como las tangentes exseswms
comunes pertenecen a la familia de circuios tangeates, 2l centro de e comm

» &

circulo es evidentemente ¢] punte de concurse de las tangentes.

12

Para determin
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B¢ we gue el cira

gemmmilicud.

Censideremnos
sucecenta el tran
es la cuadoe
mageite a K
§ K. tang

smerseccion de

"

N
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oS costoos cwm Para decerminar su radio basia levar desdz O una tangente a cual-
iagooe, 2 o= sweca de ics circulos tangentes 2 K, y K. En la figuna & =02-0Q,
Se we gue ¢l circulo de gue se rrata no es otwa que gl circulo externu de

pesimmilicud.

n

dadas bajo amgs

Iogoraies 2 cevn

<

asion ___’ —

0 Una tamals O Fio. 3«

Considerernos 1s figura correspondiente en el espacia. El ponto K,

et a dos cirew wocesenta ¢l transformado de la circunfetencia K;. El K. de la K.
e 1z cuddrica teansformada del plano. Como la citcunferencie K
mngente a K, v Kg el punte mévil K define con les puntos
y K. tangentes a lz cuddrica S. El lugar de K es por le taato
smerseccién de los conos tangentes a Sy cuyos vértices son Ky vy K

nDSeNCas exleragrey
oro Gt 252 oy

RS,

~ n‘l "
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Como estos conos esthn en perspectiva, las rectas que unen puntos comse o S, o cma
pondientes son oncutresntes. 5
Este punto de concurso Oi, es el polo del plano KK’. Por comse ) Corolariz
guiente la citeunferencia K es perpendicular a la circunferencis O, e, pET beTRES,
—— owmgicis.

6. Una propicdad de los circulos de antisimilitud. 8 Prosied
Cotno los puntos Oy Ky, Ky cstdn alineados, las circunferencias omss Tesrema.
{ormadas son coaxiales. Por estar alineados los puntos H;, Ha O = PR S — rd.
pustos de contucto de la circanferencia variable K con K y Ko = B o dhecade «
tarin alineados con el cenwo de . Este centro serd entonces ¢l pumss ;"' *

de contaéto de las tangentes exteriores éomunes de K; y K.
Consideraciones andlogas para el puato O, también centro de pe=
pectiva de los conos de véricee K, y Ky hacen ver que O: &= &
wransformado del otro circule de andsimilitud de K; y Ks
Resumiendo: Los dos circados de amtisimilitud de dos civenlos dades = o la ecoaci

son coaxiales con estos circulos. Ak Emile pe
=mmeno de ese

7. Cirveulos de antisimilitud de tres circunferencias. Sieyrocn
== 2 b familia

Orta propiedad proyectiva de las figuras en ¢ espacio que Ceme = & Zm3 s ol cin

correspondiente en la geometria del citculo es la que sigue:

o, D T [

Fie. &.

Sean P, Q, R tres puntos arbitrarios. p, @ r aus plence poles
respecte & la cufidrica S. Los conos tangentes a S de vértices P, ©

R, puedsn ponerse, por parejas, en perspectiva. Sean O, 0. 0y O,/ CS O
los centros de perspectiva. Estos § centros yacen, por tetnas, en 4 recmas

14




=l worema correspondiente en el plano es:

Lor seic circolos de antisimilitud de tres civculos dedos, pevtenecen,
g lernal, o cuatto sistemias coaniales.

Corolario: lor seic centros de similitud de 4 civenlos estin alo.
s, por lernas, en 4 rectag; som, por lo tanto, los yértices de un cuadrie
o completo.

3% Propiedad del circula de zsimilitud.

Teorema, Los circulos cuyas potencias respecto & dos circulos estdn
= e misma relacibn que los cunadvados de los redios de éstos, son ortogo-
wles of circulo de similitud de los civculos dados,

La condicién impuesta es:

I3 2

2

=
v 2
g =3 la ecuacidn de unz familia de circulos ortogonales a cierte circulo.
A bk fGmilia pertenecen los circnlos de radio nulo, gue son los puntos del
mmmerno de ese cierto circulo.

Evidentements, los centros de similitud de Jlos circulos dados pertene.
==  la familia, Por consiguiente, ¢l circulo ortogonal a los micmbros
= &tz es el circulo de similicud de las citcunferencias dadas.

%2  Tecrema de Steiner,

Owro ejemplo sugestive de esa conexién entre la geomeeria Proyectiva
» & Geometria del Circulo es el sipmiente:




Sean P y Q dos puntos arbirarios exteriores o la cuddeics &

ivalentc proyectivaments 2 una esfora.

Témese el punto ©; tal qué las recras PO, v QO, scan smpes
tes 2 S. Tenemos en seguida el punto Oy tal que las recess PO
Q0 y 0,0: sean angeamsa S. Después tomamos ¢l punte O ==
que PO, QOy y 0,0y sean también tangentes 3 S. Contnusnds ==
forma andloga s obtienen los puntos Q,, Op, Oy, etc. Puede que aigmms
vez se llegue al punto de partds O; 6 puede que la sucesidn de pomm
(), sea infinita. Bn el primer caso diremos que la cadena de pumses O
es cerrade, en ¢l sogunda nbicrta; pues bien, s para wn punto inicisl, pes
cular Oy la cadena es cerrada, también cerrard para cualguier ofrs pusis
imicial,

Proyectivamente s¢ pucde ver [ verdad de eses bonito teorema ==
mucha senciflez. En efecto: puede trapsformarse a la cudddea S g
medio de una transformacién iva, en una esfers, de tal modo gue b

puntos P y Q gueden alojados en un didmerro. Tas cectas PO, s
las generatrices de un cono circular cuyo eje es ¢l didmerrs PQ. os
andloga para las tectas QO;. Por lo tanto, los puntos Oy, O; perems
ceran @ la circunferencia que os interseccion de los dos concs. Las seci
0,0,, 0,0, OO, ste, setin tangentes a una crcunferencia conciesses
con ln enterior, y el teorsma resulte obvio.
En el plano le figuts correspendiente em:
o







A 2

*B

O, Os 0.

Feg. 9-

centro e ¢l centro radical de dichos circulos. Los puntos 2 ¥ , -
las circunferencias buscadas X y X, esrarin alineados con ¢ cmmm
radical. ;

hmmmahmhmuya'mn
0,0.0s. Por consiguiente, las tangentes & la ciccunferencia A e
s 8 §y @ concurticin en la linea que contiene a los tres
i 0,0,0,. Es decit, el polode 22’ caeen Oy :
siguienee ¢l polo de 0,005 ctari en aa’. He designado con
mahm&peupuﬁnnde@domalum&-
licud correspondientes, en el plano}.

De aqui le famoss construccica de Gergonne:

Maﬁnﬂkbpdaimusp«halxdmbt“ukh-
qum&mm_kwsmuhm Las rvectas gue wmen sve
polos con el centro vadical de los tres chrenlos, cortan of circulo respectin
en dos pumtos que som los de contaciv con wae pareja dé soluciones.

11. Solucién analitica del problema de Apolonic.

Tomamos como sistema de referencia a los circulos dados A, B <
Sea X (ny %) una circunferencia que forma un dagulo de cere pamm

5

oo las anteriocey

{r)
donde r es el ;2

De estas ores

e es la ecuacide
S que cortan a |
Evidentements
ss=ma,
Por consigaier
=eersecadn de la 2
Empleands co
rm 0, 01 1), J(l
Por (6)

Vi

Pogiendo

a (]') queda en &
@)

La ccvacém d

I y2va9) =




== L anterioces; s dedir, es tangente o cllas exteriormenre. Por (4) 2=
=

- x
) 2[1'T=1
Smde ¢ eselmdiode K y 1, elde A,
Andlogamente
e ]
2rea

e

s
De escas tres ecuaciones se obtiene:

S 4 z

T STET ee—

Iy Fa s

e o3 la ecuacidn de un sistema coaxial. A saber: el de las circenferen.
S que cortan a las cres dadas bajo el mismo dnpulo,

Bwidentemente las circunferencias T{0, 0, 0} J{ri, re rs) pertenecen sl
N

Por consiguiente ¢l problema cotresponde en el cspacic a encontrar Ia

Seeccdn de la recta apoyadaen T y con la supérficie i—x--=l.
Ty
Empleando coordenadas homogéneas se riene: Kixi, 2, x; »,),
n 2, 0, :), J(fl I s l).

Por (6)
KA . N
VRR VAR — ' Vo wm Vo
Xg2='—21'3,ai.l xpx,
P hyy = ay pu‘ai;‘fl,jiél
v Byy w2y, — N

ZE(’
% 1) gueda en esta forma;
=) by xiXp== 0
La ccoaciin de una recta opoyads en dos puntos I{z, 2c 23 2) ¥
D ¥ T Va) s

»



(5’) Rg == 23 + :\y|
Las incersecciones de  (2) y (3') estin dadas por la ecuacss

(4’) b 22 4+ 2 & bisziys + Ay vy, = 0
La solucién de nuestro problema se obdene, pot” (o tanto, pomends &=
..t
(1)
Zy T 22X ---0; 2y == Yy — L;}xl =13} Y-—1r: 3 ——

Zl ssrema de ecudcionss gud corcesponde a uwa circuaferenca o
- >
forme con las tres dadas un angulo de  IS07  es:

2tee
=1
2¢1-.
z
21"1"3 .;_ -
Lo resolucién de este sistems nos conduce evideatemente 2 = meme < ©
E EaStma ¢

. & ¢ . - r
econcion de 2° grade (4'). Quicre decir que la (4) nos suma=sS
las circunferencias tangentes interiormente y exteriormenre a |as res Smew

Las otras soluciones son fas que corresponden 2 los sistemas:

% X A
C —— i — i = —1 e
Zcta Zriy 2z, poagaca
A i Y =1 i S 1 =S
2-r. 2rr: 2eon K & suare
2 URa (fanst
z % z tran
e | — 1 o= 1
21Ty Zrra 2ren 2 T e
Por (o tatro el problema dene cuande mas § soluciomes distintas o




Dents 2 S S
3cs ST
> 2 las ows Saow

rras
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CAPITULQ 1V

TRANSFORMACIONES CIRCULARES

- - - S5-87 J
1. Definicién,

Se ilama teansformacion de circulo cualquier transformacion analitica
ge= tansforma circulos del plano v civculos.

o - T ] ’ -
Si K(zy xe 2 x;) sc rranslorma en K' (%" %" % x,} Se tendra
— x,’ (x, X X x,}.

Svpongarios ademas gue circules de sacio aule se trausfouman on
-ulos de radio nulo; ¢s decic, puntos en puntos. Supongamoes también
go= la transformacidn es biunivoce y que si ol punte A estd en of civculo
- ’ s
. el punte A" trapsformeds de A estard en K’ pransformade de
X. Una transtarmaci¢a tai se llama transformacion cireuiar,

2. Transformacién correspondiente en el espacio.

Puesto que los puntos del plano estan en cortespondencia biunivoca con
os puntos de la cuddrica S, cualquier transformacion del espacio que
deje 2 S invariantwe wousformari puvntos del plano en puneos. Si el
ulo K ¢asa per Jos puntos A y B el circule K pasavd gor A’
¥ B’ pero los.civculos que pasan por dos puntos forman un sistema coa-
wial; guiere decir que la transformacidn rn el espacio fransformarid tectas
ctas. Puor lo tanto: la teansfoemacidn puntual bingfvocs mis genetal

)

'
"
™

g transforra 2 puntes conciclizos en puntos conciclicos corresponde en el
acio a una transformacion proyectiva que defa invariante z la cuddrica S.

!

21



3. Invariante principal.
Un punto K{x; 2. 34 xs) satisface la ecuacion
ary XXy — 0

El transfommado también la sadsface:
Ay X(B(j’: O

quiere decir que

?hj}hx) pm— k a'lj xf’x,’
¥y o g
Aig XY e i3 Xi'Y5
e S
VALK Vag iy Vag xexy Vau n'yy

Lo cual significa que el valor absoluto del coseno del dngulo que foemus
dos circulos es covariante absoluty. BEsto cs, la transformacion consicesss

¢s conforme,

4, Transfermacién por radios vectores reciprocos.

Transformemos la cuddrica 8 de modo que dos puntos de ela =i
neados con el punto F sean correspondientes. Esto e¢s5, F & & cemmn
de perspectiva. El plano polar de F  se transforma en si misma

Fic. 104

La transformacién correspondiente en el plano serd:

22
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Capftulo 1
PROPIEDAT PURDAMESTAL YE UN SISTEMA IR SENDERQOS

1,1 Bapacio ds n dimsneiones.

Por espacio de n dicensionet entendersmos un con=-
Junto de elementos an el jue ge he definido un aiastema de
subeonjuntos llacadoa vecindades, que cumplen estos reguisi-~
tos:
A:; Todo elemento pertenuce por 1o menos £ une vecindad.
B. Toda wvecindad eas homsomorfa del interior de uns hiperea-
fera dal espscic suclidinnn de n dimensiones,

Dicho de otro modo:’
.1l Los slementos de cads vecindad ¥ ze pueden poner en ¢o-
rrespondencia biunivcen con lom puntos interiorea e una hi-
peresfera B del espacio enclidianc de » dimensiones.
?.2 Todo elenento del eapacin pertenece por 1o menos A una
vec indad,
7.3 Sea ¥ un2 vecindsd cuslguiera y H la lriperealferz2 corres-—
pondionte; W un elemente de V y m el tunte que le correspon-
de on H. 3Se¢a h una hiperesfera contenida or H y con centro
gn o, Rxiste entu...es uns vecindad V' de M, conterida en V,
tal que los eurrespordientes en H de los elementoz de V' per-

tenecen a h,
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T.4 Sea ¥ un elerento de ¥V, m su correspondiente en Hy T
ana veclndad que ocontiene & M. Existe una hiperssfsra b con
centro en m tal qu3 loe correspondientss sn V de todos los
puntos de H qus pertenecen @ h estdn en V'.

2.5 Si M y N son do2 clecerntos (puntos) cualesquiers, exls-
ten dos veolindndes V y V' que contienen a M y ¥ resgectiva-
mente, talza que V y V' no tienen ningén punto somén.

A #¢ llars punto de acumnlacién de un conjunto in-
finito de puntom de B, ol toda wvecindad que ocontiene = A,
contiene cuando mencs a otro punto del cenjunto distinto de
d.

S dice que uma sucesibn infinite de puntes Py,
Pz, o Pn sas tlerde ol punto P, sl cor toda vecindad arbi-
traria V gque contenge n P, exista un purio P, de la sucesidn
tal que todos los puntoa de la sucesién & partir de P, estédn
en V. Por sl pestulade T.5 me sigue inzediatamente gue una
pacesidn infinita mo puede tener dos punios 1fmites distin-
tos.

1.2 Caorwva continom,

Se 1leca curva continue a un conjunto de puntos
que puede ponerse en correspondercia biunfivoca con el con-
Junto de valores de una variable raal ¥, cor 0 < t < 1, tal
que ai % = t,, 12 aucesidén de puntos que correaporde e t,
tiende hacie o1 punte gue corresponds o to. El especioc B
se llama conexo &1 dos puntos arbitrariocs de E se pueden

iy por una curva continba,

PROPTENY

1.7 Siotema &

Por
rrespondencis
Yecindad ¥V y 1
lo tanto, los
por medic de 1
P es el punte
diana de P a ]
Una asociacidhe
los puntos imt
soordenadas;:s
viasdamente ess:
P,

Poed
bra todo el e
ta por un sis
sultadoa eéle
1.4 Traneforms

El j
ordenandas a of
Tal transforms

nes
1.42)

es dacir, lag

entédn determiz




 en Hy V°
sefera b oon

| Todos los

ders, exlsg-
respectiva-
oxn.
conjunto in-
iene 2 A,

distinto de

untos Py,
eindad arbi-
la sucesién
de Pn estén

nte gue uns

tea distin-

de puntos
en sl con-
't <1, tad
ponde = L
e=pacio B

® pueden

FEBOPTEDAT FUNDANENTAL DE UN SISTRMA DE SENDBROS 3

1,3 Sieteme de coordenadsa,

Por los tres primsros postulsdos, existe una co-
rrespondencia biunfvoca y bicontinua erxtre los puntos de une
vecindad ¥ y los puntps interiores de ums hiperesfera H, Por
lo tanto, los puntos de ¥V me pueden definir analfiticemente
por medio de n coordenadmss resles x;, owa xn, da modo que si
P es el punto limite de una suessién Pn'
diana de P a gn tiende 3 cero cuando n tiende 8 infinito.
Unm agociacidn cualquiexm de las coordenadas xl, aee T con

1= digtancia suali-

loa puntos inferiores de una vecindsd, se llams sisteps de
soordenadas;a este aistema se le llamard el sisteza x. Abre-
visdamente es¢ribiremos x" para lss ocordenadas de un punto
P,

Poede suoedar que un glstems 4e coordenadag no en-
btra todo el espacioc E, Ilamarencs R & la ragién de E cudbier=
ta por un sistsms de coordenadas X, y en general nusstros re-
saltados eflo serdn validos en tales regiones E.

1.4 Transformacién de coordenadas,

El procoso por el gque se pasn de un sistama da co=
ordenndae a otre, se llama transformacién de cooxrdenadss.
Tal transformacidn queds definida por un =istems dea ecuaclo-

nes
1.401) Wa PR, ... %)

es decir, lsp coordenadas x* de un punto P en el sistema x

estédn determinadee por lae coordenadas da P en el sistema X,
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La transformacifn 1.4(1) pusfa axprasarse en 1la forma inverss
ol ot * -
10‘(2) X :F (x,..-x ].

8i las funcionee £ y F son diferencisebles y pow

seen derivadas finitas en todo punto de R, las relaciones

ax™ axy__ ¢
1.4(3} 3 27 g‘;,,-—éﬁ

tienen validez en toda lz regién R; aguf 5:; = 1, i et y

di= 08l apy . Caloulando los determinantes de los dom
nianbroa de 1,4(3) se tiene

o ¥ .
1-‘(‘) —éa“%' » %i;; = l)

Boata scumcidn indica gue ninguno de los determinsntes rusde
analerse en ningdn puntec de R. UYuchkos de loa resultados que
aiguen axigen 1a exiestencin de derivadas da drdenes dende 1
hasts p de lasr Tunciones !“: FeT0o por lo pronte impondremon

& sstas funciones la condicidén de ser analftican, esto es,

nos limitarenos al grupo de transformeciones enalfticas 1.4(1)

con tranaformaciores invarsas analfticas 1.4(2) en wnz regifn
R. Analiticldad significa anuf que les funciones £ puatien

desarrcllarse en series de potenciss convergenies e partixr de

un panta cuslquiers de H.
1.5 Conexién afin,”

Se puede Inpomer ana estruotura &) espacio puntual

B, sstableciendo una ocorrespondancis entre el gonjunte de

vectores definides en un punto P y =l conjunivo definidec en un

PROPIE
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runto Q infinitamente préximo a P: vectoreaz correspondientes
en P y Q ae llamsrdn paralelos. Se dird gque un vector en Q
ge obtisne por corrimiento paralele infinitesimal dsl vector
aorrespondisnte en ¥, 34 la loy de correspondencis es tal
que el cambic en las componentes de un vector, debide a un
sorrimjento paralele sa (a) lineal en las componantes desl
vector y (b) lineel en las componenteas d x? del soxrimiento
P=»Q, ne dice qua P y § eatdn consctedos affrmente, o disn
que el espacio tiene una conexidn affn. Por lo tanto, el
cambio dE™ en laa componentes de un vactor contravariante de-—
bido a un corrimienta paralele infinitesimal, en ux eepasie

e conexidén arfin, estd dado por nn= expreeidn de la forue
1.5¢1) de= |, §%dx".

Imponiendo la condicifn de que @)l producto esgslay €§u¢ ses
Iavariante eén un corrimiente paralele infinitesimal, las fune
eianes L;, se introduncen come los coeficientes de un conjumto
ds formas bilineales gus definen ¢l cambic an las componontes
48 un vector covariamte sometido a corrimiento infinitesimal

paralels, En afecto,

SCE ) = £ tu dE = E @~ LGy adxt)=0

¥ Yueato que las componentas da-E,°t son erbitrarisse, so tiene

1.5(2) dua = Ly Madx



Ias funciones L.:, so llaman componentes de la conexién afin,

Bl comceypto de paralelismo pueds extendexse ya a
vectores definidos en dos puntos distanteas P ¥y Q, siempre que
se especifique una ruta de recorrido de P a Q. Sea ¢ una cux-
va definida por las ecuaciones paramftricas x™ = ™ (s) y aue
pongamon gue Jlas esuacionss

" ¥
1.5(33 48 = 15, 8°5%

valen a lo largo de C. Une solucidn g" {e) da eatas ecuacio-
nen, dstermineda por las oondicicnes arhitrariasg iniciales
£€“(o), Gefine un vector em oada punto des U; de estos vecto-
ras decimos gne son paralslo= con respectec a2 la corva C y que
8¢ gengran por corvimiento parelels & lo large de C del veo-
tor con compomentes £ (o) en el pamtc P. En general, sl eo=
rrimjento parslalo de un vector a lo largo de dom ourvas dis~
tintag ¢ y C', que van de P e Q, producird en Q doz veotores
dimtimton.

Snpondxr€ en 10 que sigus que ls copexidn afin es
simdtrica, eato es

1.5(4) Py = s

1.6 Bendesxun,
Se llama sendsro 2 uona curva autoperalels, es dscir,

A& una curva onyes tangemtes sop paralelas con respecto 2 la

curva misma,” Estard dada, por lo tento, come una solucifn de

las ecuvaciones

FROZPI
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1.6(1} : % rar%iaa'i il

Estas omxrvas, como lag ractas de un sspacio euclidianc, tle-—
nen ests propiedesd muy importante: pera cuslquier punto P de
una regién R, existe on dominic D gue contiere a P, t8l1 gue
cualguier punte Q de D satdf ligado a P por un sendero C, y
gdlo uno, contenido en B, En sfecto, sl deriveamos pucssive-

mante 1.6{1) e obtlene umm ssrie da ecuscionom de la forma
5 = dx"‘ dx¥ dxs
%——;5 +T' M . -0

5 ds
1.6(2) a4 ® dxdxY dx? dx® _
a;z*r,nu 32:5.'35 ds ds °°

- -_—e e ® % 82 B % o & & 8 o Wmeaw oo

Isa ecvmciones paramétricss de vn ecndero ¢ x* =4%(s), estén
determin=das por 1.6(1) ¥ por 1.5(2) junte con los valores
inicimles x* = p¥ ¥ g—f; E:" que corrsaponden a s = 0, Ea
efecto,

S sy = p%v £s - rﬂ? g L’s - rfwé‘ ---

donde los segundos miembrom aon series de potencias conver.
gentes para valores de = suficientezente pegwefivs. Por cone-
miguienie, un sendero C queda completamente determinado por
un punto P y una direccidn con componentes E.“‘ en P. Ponien-
do y®= £% , resalta

1.6(3)  x"=pleyt—dn Ty YO
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Pussto gue el jacobiano de¢ los segandos nieabroa de 1.56(3)
con respecto a las variables y* vale uno sn sl pants P, estas

scuacionss puedsn resclverse obteniéndosa
-l
)’d= - p“-f A (p, K—p),

donde f\" g2 una serie Ge potencimas da ¥ - p“ que emple=za con
téraincn de segundo orden. Quiere decir gue 1.5(%) define
ana transformacidén de coordenadas a un sistema y tal que lag
scusclonea y*=t"™5 , donde las & son constantes arbitrarias,
repreaentan un sendero por el purmts P. Recfprocamente, todo
sendero que pasa por F puedes repressntarse as{, For todo
panto Q de coordenadas q* en D, puede llevarse un senderc a
P, por sjemplo, y“=q%s es un sendsro tal.

Se¢ ha demostrade f{ambidn que un sigtems de curves
qua tengs estas dos propiadadaa:“
a) Por dos puntos cuslesquiers pasa ume curva ¥y #6lo una,
) Por un punto P pesa un gsendero y slc wno en cads direo—
oidn,
estd definidc por on sistema de ecuscicnes difarenciales de

1a forma
o= o, o= F

donde las H son fonciones homogéneas de segundo grado en p.
Ahors blen, 3l se tiene un sistema de senderss ea
an dominio B, las propledadss a) y b) se vconservan cuando D

2.1 Masa ingr
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Capitale 2
21 PRINCIPIO IR EQUIVALENCIA

2.1 Easa inerte y masa gravitatoria.
En la teorie da ¥ewton, la fuerza gravitacional en-
tre doz puntog pesados eg sismpre une straccidn cuyo valor

eotd dade por®

2.1(1) f=k ;‘S

donde m y X eon les rasas de los dca puntos, r 1ls distancia
gus los mepara ¥ K una constante universal,

Ia feerzs gue scotfia en el puntc de masa m o5 igual
gl producto ds m por menos el gradiemte del potencial gravi-
tacicnal G-., donde

2.1(2) Gy=-k5

a una distsncis r del cuerpo de vasa M. Es decir, la fusrza
que acifia sobre un punto pesado F, en el instante €, satd de-
terminada por las distanclas ds r. a todos los otros puntos
pesndos, por laa masas de esios puntoe y por la aasa m de F.
En este teoria, t y » son los mismom pera todos los observa-
dores;: esto es, tiempo 7y distancis som invarisntes.

e gigniftica entonvss dos cozaz: por an ladd es una
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2.1 Kasa inerte y masa gravitatoria.
En la teoris de Newton, ls fuerza gravitascionel sn-

tre doa puntos peeados ea siempre une atraccifn cuyo valor
eastd dado por”

2.1(1) f=k f‘?

donde m y X son les rsasss de los dcs puntos, > la distancia
que loe separs y k una constante universal,

Ia fuerzs que motfia en el puntc deo masa m o3 igual
el producte ds m por mencs el gradiente dsl potencial gravi-
tacicnal G., donde

2.1(2) Gy=-k3

a una distancis r del cuerpo de masa M. Es decir, la fuersza
que actfia sobre un punto pesado P- en el instante &, eastd de-
terminada por les distancias das P. a todos los otros puntos
pessdon, por las masas de estos puntos y por 1w mesa m de Py
En este teorfa, t y r son loa mismos pers todos los odserva-
dores; estc es, tiempe y distancile som invarientes.

B significa entonoes dos cosas: por on lado es una
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congstante que mide la resiatencis de un cuerpo & ser acelsra-
do. BEs la relacidn do 2z fuerza splicads 2 1la scslsxacién
producida, Cusndo se presenta bajo esie sapesto, = se llama
"mmss inerte”.

Por piro lada, 1a fuoerza gravitacional es ¢l pro-
duote de 1a "imtensidad dal camps gravitaciomal", 2.1(2), por
ls amsa & de 1ls particuls considereds. Apsrece sgui la casa
SO0 una especle de “carga grevitacionsl™. En este segundo
aspecto m ge 1lamo "msas gravitatoria®,

En 1s teorfa de Newton la masa inerte y la gravita-
toria eon iguamles. Consscuencia innsdista de esta igualdad
88 que la acelerscién de una pertfcula en un campo gravitaw
aional ss indgpendiente de su masa, hecho goe Galilsc habis
demcstrado expsrimentalmente 48jande casr cuerpos de pesocs
diverscs desde 10 alto de 1la torzre inwlinnda de Piea.

2,2 Rl experisento de B8tvis.

Surge la pregunta: slas sasas inarte ¥ gravitatoris
son rigurosamente iguales, o difieren tan poeo qus AU dapi=
gualdad no se podria acusar en loa experimentos ur poco top-
coa de Galileo? Bitvida concibid um experiments muy simple
para conteatar ests pregunta, In efecte, hay un tipe ds ace-
lersoidn que evidentemente no deopends 4o 1s masa d¢ un CRETPOs
1a "acelermcifn ineroiasl®. En el novimientp de wn cuerTpo Te-
ferido & un sistemd no faercial se presentan aceleraciones
que nc corvesponden a Tuasreaa "reales” @inc gus son conseouan~

cia de la sceleracidn del sistens de refarencia no ineroisl
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ook respactc & un sistesa inernisl, Ja tierre conatituye uno
de talsa sistemas no inspeialess por lo tanio, un-cuerpo an
Yeposo oon respecto a 1= tierve gneds sujeto 8. la fgerza d4a
atracoidn y a la fuerza centrifuga, BEstes dos fusrans nc son
paralslss, y por lo tanto, la direccifn de la resultsnte in-
Aloa la relscién de 1s omas insrte y la grevitatoria. 28ivEs
sugpendtid doa cunerpos de meterimles difersntes, parg &8 igus-
ise masas gravitacionsles, de loe brezox ds ona balenza da
toraidn, Si las masas inertes hubieren sido distintes, la
balanza haberia goedado sujeta & cn gar. Coomo tal par no ss
presenté, guedd comprobeda la igualdsd de. ins dom sawss en
cuastifn con wns preciaidn velstive de 1070,
2,3 T f{eico an on slewador,

Este d0ble aspeoto dej0 ¢l cual ss pressnta 1a me-
38 de nz ouerpo, gueds miy claro en «) sjeaple dal elevedor
oo que Blnstein ha flustrado ans ideas,”

Imaginemos & an slevedor suependido an un ovmpd
graviiseional uniforme., El1 camps isrestirs 1o es aproximsde-
mente sl no nea glejasws muoko de 1a superficis. Un fisiec
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dentro del elevador, ohbservaré los misnos fenémenos gqus un
observador 0 colocado en ls superficie de la tierra. Si dejas
caer una manszana, por ejenpla, &sta desclends con ura acele—
racibn constante da 9.81 am, eeg'z. Dna lémpars colgada del
techo del elevador, mantiene tirante sl corddn que la sostise
he. Supongamos ahors que ge cortas ol pable jque sosticne al
elovader ¥y que &ate cae libremente. Si el fifaico suslta sho-
ra una manzena, dzta no llega al piso del elavador. Con un
pequesto impulszo, 9l homdre puede tpeonr el techo dal alevador,
S1 voltea un veso de agua, dsts no csa, Al fisico le parece
qua ha desapareecido el canpo gravitatorio y rpor consiguiente
que au glevadoer es un sistems insrcial, ILas Yrayectorlias do
lag particulas libres son liness rectas, E1 obserwador 0, en
cambio, ve caer al elevador cor todos los objetos Qe contie-
ne, ¢on 1o misma agelieracidn, es decir, con veloclidades relp—
tivaa conztantes,

Supongamos ahora que el gistepa ds O es inercial, ¥
que por medio de un cable arraatrameoa el elevador hacls srri-
ba con una aceleracidn consiarnte. Al hormbrs del slevador le
parecerd que gfibiteznente ha aparecidn un campe zrevitacional.
SL suelta un objeto cualquiera, éste ge aproximarsd al piasc
con una aceleracidn eonatante, Independientemente del mate-
rial de gue 8sté haecho. 3e oxirafierd de que estando en un
campo gravitacional, el elevadar mizmc no caira; perc enton-
ces descubre gque hay un cabdle saujete al techo de an Jeuls, y

concluye que la tensidn de ese cable aa la que squiliura el



EL PRINCIPIC TE EQUIVALENCIA 14

poeso del elevador y lo mantiene en repome. Ia lémpare colga-
da del techo también maniiene tenso el cordén que ls sostiene.
Segin 0 este tenaidr me debe n la paze inerte de le lémpars.
Para el lrombre del elevedor, & la casa graviiatoria. En re=-
sumén, no hay exverimento gue pueds decidir si el elsvador
estd en Teposo en un canpo gravitacional, o aceleradc en un
sistema inercisl.

Podrfa penszarse entornces qua dado un canpo gravito-—
cionsl, existe siempre un sistema de referencis con reepecto
al oual deasparece el campa. 2250 no es posible an generxral,
gegln hemos de ver,

2.4 Bistemas inercialse.

A primsra vigta parece qus no cabe problecs méa
gencillo, c¢on respecte a 1p grevitacién, que decir lo gue au-
cedarfia =i no lubiera gravitactén, Si los CRerPos no pesa-
ran no caerfan., Si arrojdramos partfoulas en todas direccioe
nes, geguirfan irayectorias rasctas, con velocidades uniformes,
Yero & poco que se medite, lo que parecin evidernte se vuelve
un poco confuso. S{. Supongemos que en clierto sistems de re-
ferencia O, les trayectiorias de las perticnlepa libres son
rectas, ¥ la velaoeidad de lss parifculas es constante, mi-
dlendo el tlempo, t, con deternirado reloj. Si tenemos otro
reloj que indics un tiempo T, {suponieudo que T no es funcidn
lineel de t) las velocidades de las particulas librea, usando

el segundo relo}, ya rnc son constentes. Anores dien, i08mo

distinguir entre los dos releojes? .Cufl es el tiecpo verdade-

ro? Si en luo
farimos a un
respectio 8 0,
ne serdn rect
vitacibén, las
tas, (En qud
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Far
Para aclarar
guna precizsid
por linea de
2.5 Relojes.
Ia
gular®” es ina
dos relojes u
pectivaxcrie
che repularse
buenss., Ia ¢
en principio
los fendmenos
sencillamsnte
rrelacidn de
élata con los
gsarvedor tien
ruedae Seciv,

rier. Al ins
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o7 8i en luger de reforir el movimientc al gistema 0 1o re-
farimos & un e2istema 0', gue tiene moviziento de rotzeida con
respecic 8 0, less mencionadas trayectorian evidenterente ya

no serédn rectas. Yog vemos forzadez a decir: a8l no hay gra-
vitacidn, lan trayectorias de las partfculas libres son rec-

tas, (En qué eiatema de referencia? En sguel sistenme

ses €0
que zon reciams,

Farece nue nos encontramos en un cfrcule vicioso.
Para aclarar el problemes necesitamos primeroc definir con el
guna precizifn, lo gue vamos a entender por espacio=tienpo,
por linea de universo, por sisteza de coprdenadns, eic.

2.5 Relojes.

La definiciln de reloj como "fendueno periddico we-
gular” es inadmisible porgue no tiene geptido, ©5i terermos
€os relojes une al lade 4 otre marcando las horas ¢ v T rea-
pectivazcrie (7T = tE gor ejenplo) ne podemos decir cudl mar-
cha regularmente y cudl no. ILas doa lecturss sen lrunlmante
buenes. Ia frase "tiempo uriforse” no *iene Justificaoidn y
en principio todos los relojes deben servir pera describir
los fenémenoa rasturales, Reloj significard pars rosotros,
sencillamente, un mecaniamo gue sirve rora establecer una co-
rrelacidn de los mcontecimientos de nuestra experiercia Innme-
Giata con les ndmeroz rezles. Es decir, suponemeos gque un ob-

gsorvedor tlene concierclis do

e

razo del tienmpe de rodo jue
puede fecir, de dos instantes, cudl es asnterior ¥y cudl poste-

rier. Al instante rosterior le corresponderd meyer némero.



EL PRINCTPIO DE EQUIVAILENCIA 18

2.6 Espacio-tiempo.

Con tales rTelojes, y usando scfiales luminosag, DO=
demog determinar ls posicidn y 18 época de un acontecimiento
cualguiera. For ejemplo, al on el instante t,, segfin nusstro
reloj, mandancs vna eedal luminosa 8 una psrticula lejana, ¥
eas sofinl regresa en el instants t,, podemos definir K(ty~t,)
como la 4distancia a que se encontraba la particula en el ins-
tante en gue recibid nuastrs seBal. LQué ndmero le correspon-
de 1 tal instacte sagfn nuestro relej? Conviene asignar un
nimero comprendlido entre t, vy t. Ia eleccidn mfg fdcil es
t = 5&(%21 tl)'

Si segaimes a la particula por medio de un telesco-
rio, 1la direcoidn de &ate 8l reelbhir la sefial que =anda la
particula (inotante t, seg@n nuectro relej) permite asignarle
a2 dsts une posicifn en el instente t. O sea gue el aconteci-
miento gue consiste en la recescifén ds rnuestra sednl gueds
caractarizado por cuatre nimereos: t = %(t2+ tl), T = ﬁ(t2~t1)
¥ los 403 que definen 1= orientscifn de nueatro telescorio.
De esta manera todo acontecimiento queds descrito por 4 ninme-
ros: upe podrdenada temporsl y 3 espacialesa. Al conjunto de
acontecinientes la llamrancs espacico~tiempo.

2.7 Lineas de universc rsctas.

De oste espacio-~tienpo postulamoa esta primera pro-
pizdad: E1 egpacio-tiempo es un eapzeio de 4 dimensiones. Es-
to es, todeo acontecimiento poase ang vecindad homeomorfa de

una niperesfera a%ierta del eapacioc euclidiano de 4 dimensio-

nes (Ver 2.1),

Una
en el espacioc
de la particu

Si
rarticulas 1i
lente 2 un si
real, » sl =i
las trayector|
ma inercial™,
eillamernte mm
cio aritmétict

El 1
modo sisuients
trid Proyectin

S1i 3
vale ol teors:
2.8 Condiciom

En ¢
un artfculo
diciones nece:
curvas dafinls
orden, sea toj

Sap

renciales grd|

2.8(1)
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amincsag, Do=
contecimiento

., sazfn nuestrs
yala lejana, ¥y
Tinir %(tz-tl)
els en el inz-
» 12 correspon-
e asizmar un

g fdcil as

de an telescow-
j2e =anda la
*mite mssignarle
w2 21 aconteci-
sefla)l gueds
e T = %t~ t,)
) Selescorio,
%2 por 4 nfme=~

3 conjunto de

& prisera pYo-
mensiones. Eg=-
woeonorfa de

de 4 dimensio-
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Una partfcula gue se muneve traza una curva continuva
en ¢l espacio=-tiempo. Eata curvs se llama linea de universo
de la particula.

35 pars un obgservador las lineas de universo de laas
particulag licres forman una familia topolégicamente eguiva-
lento & un sistena de rectas diremos que no hay gravitacién
real, » al sistemz de coovdenadss en que las scusciones de
las trayectorias tomsn le forma 93% = 0 le llamarenda "sgsiste-
ma inercial®™, Seccordemos que 3tg§ema de coordonadas mm gone
eillanerte ane asociscidn de los acontecimlentos con el espa-
clo aritnético de cuatro dimensiones. (Ver 1.3)

El resultado anterior pueds enunciarse tachién del
modo sizuiente, utilizendo un sugestivo teoremz de la Geome-
tri€ Proyectiva:*

84 para las trayectorias ds las particulas lidres
vale ¢l teorema de Desargues, no nay gravitacién real,

2.8 Condicionee ensliticas,

En canexidn con =23te gpunto aa oportunc menclonar
un artfeculo reciente do L. Berwald en gque establece las con-
diciones necesarias y sufigisntes pera que aea familis de
curvas dafinida vor scuaclones diferenciales ordinariasn de 2°¢
orden, sea topoldgicaments eguivalente a un sistema de rectas.

Supongemog un sistems de n — 122 acusclionss dife-
renciales ordinarias de 27 orden

2.k
2-8(1) dd:2 = rk(x! Z, %)
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2.9 Pormulacidn del prinoipio de eguiwalencis,

Sogdn Newion, las aceleraciones de los cuerpos ure
gidas exclusivamente por fuergas grevitacionales son indepen—
dientes de sus masas y sus velocidades. Segdn eoto, si ox-
plota una grasnada, por ejemplo, log fragmentos lanzados en
todas direccionos con diferentss velocidades, sufren la nisma
geeleracifn. 8Se vuoelve a presenbsr le pregunta: puestio gua
para madir scelersclones pecesitasos unidades de longitud ¥
tienpo, Loon Tespecto & gqud unidades es cierta la ley de New-
ton? Porgue es evidente que no vele con respecto a todos los
relojes adaoisibloas, Isaginemos, paro fijar 1ideas,; que colo-

camos vertlcalmesntle una regla gradvads en metros, comg indics
<  }

la Tigura, 21 delamos cagr libremente una partfcula o partir
del punto ceTo, ird ccincisdliendo sucesl-
| vanente con las marcas de la regla. Aho-
l
I - ra blen, an punto wdvil que recorra una

<—

X1 reota gradosda no s otra cosa gque on
relol; perc saezdn eate reloj la partiou-
9 la cae un vetro en la primera unidad de
tlienpo, dos meitros an doa unidadea, eto.
Quiere decir que P cas ¢oOn movimiento

uniforme con respecto a este rela) par—

ticular, Za claro que si dejamos caer
otra part{ecula Q, desde el punto cero, ¢on una velocidad ini-
aial v, esta particula ya no cae con wovimiento uniforma., PYa-

rece que nos encontramos otra vez en on cfrculo vieioso: 1la



EL PRINCIFIQ DE EQUIVALELCIA 20

ley de licwton es vé4lida en nguellos glstemas gue la hacen vé-
lide,

Fl ejemrlo del elevador, sugiere 11 posibilidad de
encontrar siempre vn sistema de coordenadas en que la gravi-
tacifn se anule loezlmente en un punte P; osto es, wn sistema
an que 1ss lineas ée universo de las particulas libresz son
ractas localmente, y se cumple (%)Pz o.t

Nuestra primers hipftesia consigtlé en suponexr, con
Galileo, que cuanfo no hay graviteecidn "real®, las lfness de
universo da las particulss libroes formabsn un sistems de cuar-
vas topoldgicamente equivelents & un sistems de reetas. Tars
el ca=o an que haya gravitgeidn real heremom esta hipdSteais:

Lae lipees de oniverso de las partisnlas explorsdo-
rags, que conearyen en un punto, forman vn eistena homeomorfo
de on gistems de rectss.

Estec slgnifirs que puefie elegirse sisnpre un siste-

mo de referencis en gue laa treyectoriss gue pusan POY wun pune—
- N5 o

to dado P, tlenen la fong GT% = 0, en una vecipndad finita.

Yero como dos puntsz determinan wng recta y como en
cada direccidn s8lo hay uns recte opoyads en P, las lineas de
universo que estamos considerando tendrdn ssas mismag propie-
dades y por consigulentn son senderos, {Ver 1.86)

Paso en scguida & hacer ver gue si vale el princi-
pic de equivalencia en la forms Que acato de enuanciar, es po-
sible =nular 1a Rravitacidn lecalmente, en un sistems sdecua-

do d¢ coordenzdas,

2:10 Anulac

-
-
-

tardn defin
2.20(1)

Sezdn vizos
definir nas
nades Yor e
xespectc al
san vor P ¢
tas 2n el e
A cariesis
sistema 7 e
tiguemos 1is
Con 1la tran
x™ = ¢%(s)

inicinles

§0 conviart

injiciales o

dorde P* =

2.,10(2)

Gdande
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2,10 Annlacién locel de la gravedad,

Puesto que las lineas de aniversc son sendercos, as-

tardn definides por las ecusciones diferenciales

i gx™ 3
8= F -0

Segdn vizmos en ol 1.6, por medic de estas escuaciones se puaden

2 1
2.10¢1) X
ds™

definiy nuevas coordemadas y~ que estén coupletamente determi-
nadae ror el sistems de coordenadag x ¥ por un puntes P, Con
Teapeeto &l sistemn Y » i0@ 2cuacilonss de log sendercs qus pa-
san por P tiensn le misna forme gue las ecusciones de las rec—
tas én el espacic euclidiano ordinerio, referidas a un siste-
ma cariesisno. Si pasamos del sistema x al sistema %, este
sigtema y el puntec P definirdn las correspondientesn ¥. Inves-
Tiguemos lap relacionss entre las coordensdas Y" ¥ lms ¥%.

Con la transformacién 1.4(1) las ecumcicnes peramétricas
x‘==¢ﬂxs) de un gsendero C, determinado por las condiciones

iniciales

ot o
x“nP‘,%xa—nE, +» P2TA § = O,

-
-

s§e convierten en las ecuaclones X" = §Y(s) ¥ las condicianes

inicialen er

dorde P* = £™(F%, .., ¥ ¥

o _
2.10(2) & =al E°
donde « _fOx™

% ={3Rile
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las a son sencillsmente los valores de las derivadas de las

antiguas coordensdac con Trespecio a 135 nuevas eh el puntoc P,
of of - Of -

las eouaciones Ge los sonderos scrén y =£S ¥ 7 =& 5 Ye-

feridos a los sistemasyy ¥. Multiplicando 2.10{2) por el

pardmetro s se tendrs

2.10(3) % a% 7
a 1o largo de C; pero coma cualguier punte Q en la vecindad
de P estd ligado & P por ur dnico sendern, las ecuaciocnes
2.10(3) valen ar toda Lz vecindad del punto P. Esto cs:

Si las cooxdenadas x“ sufren 1la transformscidn
2.4(1), las coordenadas Y determinadas por el sistema x y un
punto P, sufren una transformacifn linezl y homogérez con
coeficlentes constantes., Esio es, les ecoordenadas normales

yd se transforman como las componentea de un vector ocontrava-

riznte.

- ™

Supongamos anhora que lag componentes ﬂ‘rkh} se
transformaen en F:v(y) , Be modo gue
» “
Fo ax™ . 2?2x™ « ax Bx ,
2:2004) Cpr 3y Syrayr Fe 38 Byv

las ecuzciones de los senderos serdn ertonces

M o dyAdy?
2.10(5) d?y o« dyAdy? ..
a= | A?ds ds I

Pero como laa ecuacionea de un senders que pasa por P tiene

la forma Y™ = g‘s ;, rasulta que

2.,10(7)

por lo que «
lan coordem

Pp&asan por

)

Diferenc ram

2.10(B)

esto ea, la;

en ¢l punto

™

1.5(3}. Es
lecalmente,

forma

X
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e 1la vecindad

secuUdcicnes

a8 por P tiene

EL. PRINCIFIQ DE EQUITAISNCIA g
o . in
y ~ [ 5 'Y -
2.10(6) A L ¢
2 lo larno de diero sendero. dltiplicande por s° se tiene

por le que estas ceunciones se satisfacen (dénticamente en
lan coordenradne y™ ya guec valen para todos los mendorcs nue
pasan por P.

. . -~ 5\ - .
Diferenciande 2.10(7) dos reces, uo tiana

2.10(8B)

-~

" =~
esto es, lan componentes de 1a conegxién sfin | se anulan
& A,

en el punto P, paru el sistems

Y e
En lo ontertor hemos utflizudo la transformelén
. : acy*
1.6(3). Es irterwsante hucer moter jae peTy odtener Sy = O
localmente, basta utilizer cusiquier transfortec .&n de 12
forma

L= = X = A & .
X'=2Pvy - *1Y,, Y& yts términoas cualesijuiera de
-3 i 4 A
oxrden superisr.
ta eleceldn mis 74cil as

2.1c(9) x“=p" & "}f’i_ i\_ I"‘:_: -yﬁyr.

J

Tenemcs, an efecto,

v

o i AN e 3 4™

o r P g X 1
I '5‘/’ ¥ ® -q a)’-’aYkJ
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_a_x‘.’_ > . r“ o
arl‘-s, ( 'hl)ay

37 %

OYIdy™ sl ] u,)-

S esulta
Pueato que en P, 8 = 0, y* = 0, resu

(eﬁ‘): 5.
\d"r" o

Vd }'1 R i Y -l
(s ) =(F),

Por lo gue

(F= [ ea- ],

¥ finalmente
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Capftulo 3
LA TEORIA DB NEWTON

3.1 Objeto de 2na teoria de l= gravitacién.

Una teorfn de 1~ nraviacién ez, an e3cnein, un

v Ol

ba de las trayectoriaa 2¢ las partfeulan lidres on X o0

-

gravitacionsl. Voy a explicar lo 48 quierd decirs

In=zinenos ana esfern exn un oapucio exelidfing de

tres Qinonsionca, y la Torilis de Jua cfreulss -Lxs. oz, Taya

doseridbir euta Tanllia podeqos proceder de maslaz /=neran.

Una de ellas 130 s 1o uswat: GRpRIlnes 20 definir gomo 3

-l

tancla entre dos punion de Iz eslera, Infinitacante srbxinog,

la distancia de loa Ppanlos del eoryucio aae? idizno 3ae coinele-

den con 1o de la eafara. ZHesulia w1 1a ezfora 1 esyaclio
eurvo de don disenslones T oz cfreulos -Hxino- 12z reoddsi-

43 de osc copmcio, Pero btaabién podrfacos hacer 1o 2l ulene

te:
P Tomunos doa muntos A ¥ B cunlezquizen 3 pos
4 Celininidn, direnocs que la distsncia entre
A - A A B vale 1. raoerwy 13 a=eos A, AP ¥
B BP. fos fn-milsg - J B8 que carzeterizan al

punto P aerdn sua coordensd i angulares, YVasnday lia “Sroclas

~

de 1z trizononctris plana, czleulencs o1 lade AP, Lo lon‘ie-
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tad d¢ e2to lado, calculedo azf, zerf 1a Jixtarals de P al
punto A, or <Cefinic i,

P quedna entonoga detercinnde por sun cocordmradnsg
solares 3 e« 31 19 nisno hacenold ror» gt n punio Q, 39
pacde calealar a2 Alsitsncia 2e P 2 J con laz fémulzs le Lo
triconocetria plaaa. ariteniesonio «'rte¢ 20N €I%d 2 A
definir distancias la #afor3a resalsa un oazucsio llune. Loz
ciroulos =dxi=or quo passn oo A sumcedr rectaa  Laz 0 nC
pusan por A tienern ecuaclones —~4a o =onvs comylicaday.
7+2 Bapacio llano o espacio curvo?

Surge 1a progunta: Jcasl 49 9atag descerincisnes e3

la verdadera? (EBa 1n opfers Twulnente un
2830010 curve 0 un asnacio llane? las 203

\Jic::ri;ciuroa son {yrunlzente vyerdaderas.

~.Xhhor1 dien, =i lo que nog interean €3 on-

racterizar la fanilia 4¢ 2frculoa fximos,

eleniro=oa Ia descrizelfn 4o oaTers qz@ rnfa ros conven n o

nos simpatice., In este ofexrln me ve que mate-fticanmonte os

o

inposidle dlatingueir u 12 eafers de guy ~-aw, €320 @ a0
aquelloa sopacios de doa dinensiones quo le 1on orotd ica-

neate equivalentes. Do peoly »mmfLlo-n, ol conianto &0 Lirons

do univerad do lms jamrtfowlas libres juede reorTesantarge on
ar: ospéclo llar 0 an N0 cuaTvo. Isge.Ca exn=i: <23 CR=
racteri{aticas esenciales 4o iaw =res rfs fa-oana toerfan de
la gravitscidn: la do MNowlon, 1= Aa sinz*olin v 2a do Ligkhor?
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LA NE¥FTON 2

5.3 Lo que no d4ijo Newton.

Dos postuledos Lmplicitcuy en la teoria de Newton
aons;
I. 8l sspacio=tlemro ea un es-oclo de § dinmonaliones., (Ver 1.1l
II, Vale el Ddrinc L0 do cquivalencie,

Aunque el zesundo coatulado exive gae las ecuacionss
diferenciales de las lineas de unlverno de lag parifcualap 14-

bres gean de sezunde orde
para

bio,

elegir la conexidn arin.
con la farosa
a4 lag masas y

&4 asrace
A POYr O%ros cuerpos, calcularge
tenciales

gravitaclionalen (Ver

pos. Asf”

3.3(1) f = -n

Introduciends
1_3(2) E = - grad G
1a divergensig de
densidad (e

donde/n as la masa.

,_\
o)
= 4

(43
™
«

r
t
&
’
~

ja ouch:

bicn

=
’
B

-~

IS LY ANBRA, ¢ Ccati=
Y < & o $ Ko b = 2 |
15 o ACCILON ETrTporcional
éo de¢ la distancias,

any cuerps de maas
13 syma &= los no—
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El notencial G satiasface la ecumciln
3.3(3} div grad G =9%6 = 4Tnp

Este sanzeibn de Poisson, Junto ceon la 3.3(1) soz equivalen-
tea a lus ecuncliones e Newton.
3.4 Topologfis del ocampo,

En el caso del campo dgbido 3 una masa ceniral M,
una partfieuls expleradors descrive, como ge aanbe, una elipoe
en el espacio f{sico. 81 lzazginacos oiva vartfcula deacri-
biendo 1a miama elipse, perc en aentidog conlvario, aes wo aua
las 1li{nsas de universo de estas parifculae =ienen una inii-
nidad de puntoa conuras, Quiere daclr gus si imazinamos un
tubo que contenge 3 la linea de universc de 1a masz ¥, las
dog partfculas libresz en cuestidn, traszan scurvas que ge enre-
dan, trenzdndose, en dicho tubo. Es evidente, entonces, q.e
la marefia de sendsros no pusda converiirse en un sistoms de
rectua, aorgue no pueden deshacerse esag trenzsg. PFPor deso
agontecinmienlos pasan nuchos senderos ¥ osta propiedad es uan
invariante toyeldpicn, que resiszte los canblios de coordena-

dag.

4.1 E1 tensor
Bin
do por un ten

astd dado por
4.101)

Sap
brea son geol

505 scuacions

4$.1(2)

r‘
donde las o

ran
u = O-

En 1
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nal peErmanent

m 4

vale como en

mera especifac
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jor equivalen-

a central ¥,
@, una 2lipre
cals descyie
*lo, ae va auo
en we indi-
masinamos uan
gz N, las
18 que g8 anre-—

entoncos, -ue

de coordena-

Capftulo 4
LA TECRIA DE BINSTBIH

4.1 E1 tenwmor gravitacional.

Einstein elige un eapncio-tiempo curvo carscteriza-

do por um tensor gravitacional gpv, =2 1o que el intervalo
astd dado por®

$.1(1) da® = g, g dx"ax®,

Supone que laa trayectoriar de las part{culas li-
bres son geodésicas (prineinic de squivalencia) de modo que

sus ecuaciones aon

2 % “ A a7
d%x dx ™ dx
4.1(2) e FME. £ - o,

donde las r:;BOn simbolos de Christoffel.

Fars los reyos de luz se impone 1s restricoldn
ds = O,

En asta teorfa la aunsencia de campoe gravitacional
ecorrasponds a un esraclio-tiempo 11sno, y un ecanmpo graviiscio-
nal permanents a uno cusvo sropiazente diche,

El tensor g aparece tanto en la férmula del inter-
valo come en las scuacliones de lss trayscto-tas. En 1a pri-

mora especificaz la geometris del espacic-tiempo. En las se-
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2

degs juege un papel aunflogo 8l &2l potencial newtonianeo. Se

{

pusds considerar, antonees, Qoo un tensdr pédtrich a romo an
tensor gravitecional,

Debemos bamscar

05

ahora una relacidn que exprese 1=

S
v

depandencla del campo

e una diatribuc

deoly, quereros ercontrar una ecuscids, arflogs a 1a da P
son, Que ligue & g,_ . con 8l tensor de l& energfa T

n ha propoesto eomo ecutcifn cerregpondiente

Q

en el eepacio vacio, R, y= 0, donde h?,qaﬂ el tensnr de Riemmnr

contrafdo.
4.2 Bonmoidn correspondients de 1z de Poimnmon.
Ia ecuacidn que deessnos ha de consctar loeg diaez

PoLanc

e

bed

a

v

an g.v-‘q con le 4distribucifn de enerpfia y materia dada
por el tensor Iuy. Se busca wr tenpor de sepgundo ordern, cons-

trufdo a partir de las g v ¥ sua Cerivadag, ¢cva ses icuel a

Th.v'a‘ ademss, corp an la da Poismon 1o aparacon derivedas de
orden superior sl segundo, rerece adecusdg congtrulr un ten~
sor qQue contenga, a4 lo sumo, darivedas de aepando orden de
las g#wﬂ sapeondrencs, finalrenie, que er un sisiena adecuado

de coordesnadma, lg Aivergarcia de T,w 88 arals en uwn punto

dado de antsoerod

. O Tanw .
4.20(1) M = 0,

Ia ecuacién gue vropone Einstein es:

4.2{2) p\pv—t;{‘apv Ca K"{J‘ o — ‘ET

"
{

ducen v
ve2(3)
Bst

donde X =

1s a un homeo
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Teazondiente

por de Riemanr

e 1lousl a

rivadas de

8 adecuado

@n punto

ducen o

e

oz

fasi .
TR g

gioteons

por uns

85, COMmMO

4.3(1)

donde x

le & un horeomorfisme del €agaclio euclidisnc

A TRARTA TR =3
dafy ).‘.‘.G{ul}k .',.}‘1 24

N - ¥ s oo ¥ oo T L A 2 % - .
t el espsclo vaclo i1as ecusoiohes del campg o Ireg-

™ - N
! - '\ @
g =~ I v
f‘;
bste conotonte I\ eg 1 Foqueidn pa-
us efectos no se noten e tamafio del
iolar, por lo que podenos PTOXIMmedame ne
luy= 0,

al 12 S entral A Fannss ; 3 Sehwars= 1
0. n 1 1 Tral, La ANOSR (&3 e Schwarsschild
+
o [~

J
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Los dos "mapas® aor lpuslcente buerou. En conexiér com est
apunto dempstrd Birkhofft que todns las sclocicones simétricas
aaféricanerte, que sutiszfacen loz condiciores de fTronters en
el infirite, son egquivsi.antes o g rie Scruwarzgekild, Zgio es
au deperdoncia de ¢ puede eliminsrse con ane tranaforeseidn
de soordenamdas, =2dn en el caso de gue lu rase cenirel esté

5.1 Coordena
puisando, con simetria esférica,

El
on eais teorfs laz S8rbvitas circulsraes son nolucio-
garacterizad
nes adoisibles, por lo gue tarbién exisien e« ol esraclio-tlien-
po los irenzss fe jue hatlaroes en el earfiule ardterior, nue no
pueden desenredarge uor transfornsciones toveldgicasz., ey
2 =i ¥,

Estea coorde

En estas coo
5.1(1)
5,2 Bl flaid

A
adiabdtico h

S.2¢1)

¥y lae ecuaci

5.2(2)
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= cor este
sinétricas
Tonliers en
2. Z=sio gs
Towenal by

ra]1 esté

5B o0lucio=-
sracio=-tism=-
Tior, Tcue nn

-
23,

Capfitulo %
Iis TEORIA IE BIRKE(FF'

2.1 Coordenadas normales.

El esspacio=tiempo de 1la relntividad especial gueda
¢aracterizado por

Haclondo ol cambie de variables xl = 4, x2 =J-1 x,
= ¥ =* - Vel z, la téromula anterior se tranaforma en

de® = 3 (ax')2,

Entea coordenndes zi 2¢ lisrnen courdenadan norcmles.
En estas coordenzdas normales xi = Xg4 por le gque

5-1(1) d!z == ﬂ!z

5:2 El fluide parfsoto.

Aceptemos gque c¢l tensor de 1 energfa de an feido
adiabdtico honogéneo puede eseribirse en le Torma

5.2{1) T;j = Ay ~p5-.i

Y lae ecuaciones del movimiento

9.2(2) Ohiw =g, -
o [
3 X,
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Ay p =9 (p) son la densidad y presién del r£idido, vy el
veotor velecidad, 513 lns deltas de Kronecker y f, el vector
de fuerza por unldad ds veolumen,

£l fldldo perfecto sa ceracteriza por la condiciénm
de que la veloclidad de perturbscidn sea 1a ée 12 luoz, lo gue

exige 1l scudclén
5:2(3) p = %P

El wvector fi ea ortogonal a la veloclidad By, esto

es,
5.2{4) U= O,

5.3 Puerzas gravitacionales,

Supondremnos gue las fuerzas gravitacionnles son
Tunciones cuadrdticas y homogéneass de lass comgonentea da la
veloeidad, los coeficientes linez2les y homogéneos en lns pri-
merag derivadag de las gomponentes de an clierto tensor gravi-
taclonal simétrico, ¥ que no hay términos cuadrdticos degene-
radon, {(Principio de eguivalencia),

Por analogia con la ecnacifn de Poisson, supondre-

mos vhlida la siguiente:

a'hy . ar T
5.3(1) ax? =8 iy -

Segén nuestrg postulado, los términos que puaden

entrar an 18 fuerza gravitacionsl ge¢ derivan, por contrace

e¢ifn, ds térzmines d4e la Torma ap?é.nx¥u‘.
v \ =

Sa tienen zg

Excluimos 1a

decir que &1

Pero por 5.1

exrrasifn an

2h,,

i

Como

Resulte para

5.2(2)

5.3(3) &

5.4 Caso de

Pa

punto (x, y,




2y el

1 el vector

» condicién

luz, lo gQue

! 9y, eato

ales son
ntes da la
en Ias prie
ENSOT gravie

ficos degene—

s Svpondre-

== punden

contrac.
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Se Lienen as{ seis posibilidades

a hq_ Jh é"\d

e W ALl Y FTETY 2 ks
SRy =M d X e Sx, ’
e’hﬁiu‘&u‘ }3_*»'53\ U\z ah-‘ 3
P X3 O ) X o 8 ) ‘a )<_ L‘q "

Excluimos los dos Sltimos tipos por ser degeneradoz, Quiere

decir que el vector fusrza debe ter 21 la Pormn

3h & h h 3 h

UL U, + b ENa ALY S
éx,, -+ '3’<; My g * C 3 x U.u+d é,-,u" ’
Pero por 5.1(1), si sonemos i = 1, Uy = 1, Uy= Ug= W,= 0, la

exfresifn anterior vule 0, por lo que

ah 3 Sh
a+bhb 2 o S0y ©Naa .,
{ )’ \(, C )K“ d 3 =20,

no,.. s.—' "L.u

) eto. son independientes, se deberd tener
X

a + b

I
N
oA

Ou

Resulte pava 1s fuerza wravitacional ls expresidn

5.3(2) fi=p (—&’;‘x‘—“ - e, '
' 3 S

< i
5.3( 5 Fx: i _3s € N Oh
2 d5d Veatiaity =0, con ra..-riz“( aif af:)
Y - .
5:4 Casc de 1w rnsz central. B;\-A- :

Para una esfere de £fl4ide perfecto, colacada en 21

punte (x, ¥, 2] = (C, 0O, 0©J, le y hlj son indepancientaes de
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t ¥y 13 ecuacidn correspondiente de la d¢ Poisson se reduce =

V’h;j =-AaAnpd;;

en las ccordensdss x, v, =, = 10 que se tiene fuers do la

eafers

, = N &
5.4(1) ATy 85 .

Las ecuBciones del xovimiente resultan de 1w forma

> < L .
X" = - % - 22 (x.z‘ ,,2+ gely o BX'T
T e

El scentc ' indics diferenciecidn con respecio s &.
Las irpyectorias circulares =257 tamiifn solucio=

nes, por 1o q.ue oe presenian trenzaa on o oapticio-tiemne,

como an 128 teonr{@3 tnteriores, quc ceracterizor topolégica-

Tente 1 presencis de unsy 2{nea de univer=o sirpular,

1.2 +% 7, 1

2.5 + H, &m

1.6 + L. EI=

0, VEN

1.6+ J.0000

2.1 + P, BN

2.9 « A.8.2m

A. BT
R. TOE

H. =1
25 » B.4.03]

207 -+ D. }:m

2.8+ L EX
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. s reduce a

fuera do 1a

5.
n solucio=
lo=-tiemno,
topolézica-~

2oz,

1.1 + T, 7. THOMAS,

1.5 + H, WETL,

1.6 + L. EISENHART,

C, VEBLEN,

1.6+ J JIDOUGLAS .

2.1 # .P- BERGLAL. .

2.3 + A.3.20DINGTON.

4. ETISTEI,
R. TOL-AR,

H. =YL,
2.5 » B2 101°E,

2.7 + D. KILBERT.

2.8 + L. EERIALD,
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(foto de Elena Carrill
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1958
La UNAM inicia el cOmputo

en Ameérica Latina

Mexico

Ciudad Universitaria
Junio 1958

Puesta en operacion de
la computadora IBM 650,
primera en América
Latina, para levar a cabo
investigaciones en las
arcas de matematicas,
fisica v actuaria en ¢l
Centro de Calculo
Electronico de la UNAM,

e Carlos Graef Ferndndez e pley Direcior de i 98¢ de Clencias de T UNAM [HGS7- 1858)
D Albenio Barafas Cells iseatodo) Courdinacor o la lvesiacion Glentifica (1958-1861)

T e ﬁ
“La UNAM inicia el cémputo en América Latina - junio 1958"

Dr. Carlos Graef Fernéndez y Dr. Alberto Barajas Celis.
(foto de DGSCA, UNAM. Suplemento Entér@te No. 69, Afio 7 Num. 69, Publicacién Mensual, 29 de Mayo de 2008.)




El Dr. Alberto Barajas, Director de la Facultad de Ciencias, impartiendo una conferencia.
(foto del Instituto de Fisica)



Cuadragésimo Quinto Aniversario del Instituto de Mateméaticas, 1987:
Raymundo Bautista Ramos, Humberto Cérdenas Trigos, Alfonso Ndpoles Gandara,
Alberto Barajas Celis, Roberto Vazquez Garcia.

(foto de Carlos Prieto)



Cuadragésimo Quinto Aniversario del Instituto de Matematicas, UNAM, 1987.
Victor Neumann-Lara, Alberto Barajas Celis, Alfonso Napoles Gandara.
(foto de Carlos Prieto)



Victor Neumann-Lara, Alberto Barajas Celis, Raymundo Bautista Ramos, 1991.
{foto de Marthita Cerrilla)
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Margarita Chavez Cano, Gabriela Sanginés Garcfa, Martha Takane Imay,
Celis, Renata Villalba Cohen, Haydeé Herrera, Lorena Armas Sanabria,
Rita Zuazua Vega, Maria Emilia Caballero Acosta,

Begonfa Ferndndez Fernandez, Araceli, Alberto Barajas
Martha Susana Vélez Estévez, Isabel Puga Espinosa,

Lourdes Arceo Lahandera, 1991.
(foto de Carlos Prieto)



Victor Neumann-Lara, Alberto Barajas Celis, Maria Emilia Caballero Acosta, 1993,
(foto de Ma. Emilia Caballero)



Octogésimo Aniversario de Alberto Barajas en el Palacio de Mineria, 1993:
Roberto Martinez Villa, Alberto Barajas Celis, (mesero), Rafael Pérez Pascual .
(foto de Leticia Brambila)
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Octogésimo Aniversario de Alberto Barajas en el Palacio de Mineria, 1993:

Alberto Barajas Celis, Sergio Macias.
(foto de Sergio Macias)




Quincuagésimo Aniversario de |la Sociedad Matematica Mexicana
en el Palacio de Mineria, 1993, con diploma como Fundador:
Alberto Barajas Celis, Rita Zuazua Vega, Julieta Verdugo.
(foto de Rita Zuazua)



Dr. Alberto Barajas Celis, 1985.

(foto de Patricia Pellicer)




